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Redes Acopladas

Dinamica Equivariante

EncBioMat

A dinamica equivariante examina como as simetrias de uma equacao diferencial afetam
o comportamento de suas solugdes.[1, 2, 4]
Por simplicidade, assuma que o espaco de fase de um sistema dinamico é X = R¥ e

considere uma EDO q
—=/f() xex. (1)

onde f : X — X é uma fungdo suave (campo vetorial).

Simetrias surgem quando um grupo T" de transformagdes lineares age em X. Exigimos
que todos os elementos de I associem solugcbées da EDO a outras solugoes. Isso é
equivalente a f ser I'-equivariante, ou seja,

flyx)=yf(x) VyelxeX (2)
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Formacao de padroes em seres vivos

EncBioMat

Organismos frequentemente exibem padrbes de formato ou marcas e muitos destes
padrdes tem simetria. Turing [10] modelou esses padrdes em termos de equagdes de
reacéo-difusao:

dq

5 DV(q(x.1) + F(q(x,1)) @)

definidas num dominio 2, onde ¢(x, ¢) € a evolugdo de concentracoes de um sistema de
moléculas, chamado mofdgeno, para x € Q2,t € R e a fungdo F representa cinética
quimica. O padrao de concentragdes ¢ € interpretado como uma referéncia genética do
organismo, criada pela dindmica de F em conjunto com a difusédo definida pelo termo
DV?(q(x,t)), onde D é uma matriz de difusdo de coeficientes. Quando o organismo
desenvolve-se, a referéncia genética é expressada tanto por uma correspondente
mudanca de formato ou um padrdo de marcas (listras, pintas, etc) produzido por
proteinas de pigmento.
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Formacao de padroes em seres vivos ~ )

EncBioMat

Se ¢ é unidimencional e @ = S', D € R é um escalar e as simetrias do dominio séo
rotacoes e reflexdes de S', o grupo @,. Usando no lugar de x um &ngulo 6 € [0,2x) como
coordenada do dominio, suponha que exista um estado de equilibrio ¢ (0, t) = g, de
modo que F(go) = 0. Mudando a variavel de ¢ para ¢ — g0, de modo que F(0) =0, a
linearizacéo de (3) na origem é

0= Dg(0) + Foq(8) (4)
onde F, = F(0). Reescrevendo isso como
§(0) +k*q(6) =0 (5)
onde k? = Fy/D, a solugéo de (5) é
q(0) =acoskf + bsink6

que leva a padrées com simetria rotacional de ordem k.
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Redes Acopladas

EncBioMat

Considere o sistema de equagodes para 3 neurdnios de Fitzhugh-Nagumo acoplados:

U1 = vi(@a —v)(vy — 1) —wy —cva Wy = bvy — yw
Uy = va(a —v2)(vy — 1) —wy — cvs Wy = bvy — ywsy (6)
U3 = v3(@ —v3)(v3 — 1) —w3 —cvy w3 = bvz — yws

onde v; € o potencial de membrana da célula i, w; é um substituto para uma corrente
ibnica e a,b,y sao parametros constantescom0 <a <1,b <0, y > 0.

O grupo de simetria é Z3 gerado pelo 3-ciclo (123) atuando nos pares (v;, w;).
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Redes Acopladas

EncBioMat

Podemos pensar num diagrama de rede para o sistema (3) que represente os
acoplamentos como mostrado abaixo.

X1 = f(x1,x3),

©
/ \ = f(2.x1),
®~—0 X3 = f(x3,x2),

onde os circulos representam células e setas representam os acoplamentos das variaveis
nas equagdes. Como essas entram nas equagdes do mesmo modo para cada i sujeita a
permutagao ciclica, as setas exibem o mesmo tipo assim como as células por terem o
mesmo espacgo de estados.

Acima, fazemos x; = (v;, w;) para exibir a forma geral de outros sistemas com essa
configuragao.
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Redes Acopladas
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Ressaltamos que, quandoa = b =y = 0.5 e ¢ = 2, 0 sistema (3) tem um estado
periédico estavel em que as células sucessivas tém um tergo de um periodo fora de fase.
Abaixo mostramos o padréo para v;; 0 mesmo padréo ocorre para w;. Este estado é uma
onda rotativa discreta que exibe simetria espago-temporal induzida pela agéo de Zs:

x2(t) = x1(t —T/3) x3(t) = x1(t —2T/3)

AR

ia a dindmica de redes iltonianas
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Padroes assimétricos

EncBioMat

Figure: Ontogenia do padrao de cor em lagartos ocelados. Reproduzido de [11].
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O modelo de Ising

EncBioMat

Vamos supor um conjunto de “spins” atbmicos dispos-
tos em uma rede regular. Quando a temperatura T' ex- “),/ e “
cede uma temperatura critica 7., chamada de temper- - !> = LY
atura de Curie, o sistema exibe uma transicdo de fase -/
de um estado paramagnético com poucas propriedades ~ =% a1t
de magnetizacao para um estado ferromagnético, onde ~ ~

a magnetizacao é uniforme. 7> T T<To

¥
1
N

O Hamiltoniano (#) do Modelo de Ising relaciona a interagédo de troca J a cada uma das
interacdes entre spins vizinhos (o;0;) que podem assumir os valores 1 ou —1. O termo H
esta relacionado ao campo sobre o sistema, que esta associado a cada um dos spins (o;).

H = —JZGI'O']'—HZO',‘
i

()]
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O modelo de Ising
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O modelo de Ising comeca nesse estado perfeita-
mente ordenado ("ordem infinita"). Imagine que agora
comegamos gradualmente a aquecer a rede de Ising.
O que acontece depois? Os spins comecam a bal-
ancar (porque agora eles tém mais energia), e al-
guns deles comecam a mudar de estado (de cima
para baixo, ou de baixo para cima, dependendo do
seu estado de spin inicial). A medida que a temper-
atura aumenta, eles balangam cada vez mais rapido,
até atingirem uma temperatura incrivelmente alta na
qual toda a ordem original se foi porque os spins estédo
balancando demais. Agora temos "desordem infinita". TeeT,
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Redes Acopladas

Contexto histoérico i )

EncBioMat

Com as devidas adequacgdes, muitos resultados de dindmica equivariante se aplicam a
redes simétricas. Contudo, poucos modelos em ciéncias aplicadas exibem simetrias
globais.

Em 2002, Marcus Pivato descreveu uma rede de 16 células que tinha um estado
periddico em que os nos foram particionados em 4 subconjuntos de 4 nés. [6]

As células em cada particdo eram sincronas enquanto células em particoes distintas
apresentavam a mesma dindmica a menos de um deslocamento de fase multiplo de 1/4
do periodo. Tratava-se de uma onda rotativa induzida por Z,4, exceto pelo fato da rede
nao possuir simetria Zy.
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Redes Acopladas

Contexto histoérico i )
EncBioMat

Por volta de 2003, Marty Golubitsky, lan Stewart e demais colaboradores propuseram
uma teoria para estudar esse tipo de rede partindo da nogao de simetria local,
estabelecendo o formalismo via grupoides. [3, 5]

Matematicamente, uma rede é representada por um grafo direcionado cujos nos e arestas
séo classificados de acordo com rétulos ou “tipos” associados. Os nods (ou “células”) de
uma (direcionada e rotulada) rede G representam sistemas dinamicos (variaveis de
estado) e as arestas (“setas”) representam acoplamentos, interagées entre essas
variaveis.
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Redes Regulares

EncBioMat

Rede Regular
Uma rede homogénea é regular se possui todos os acoplamentos do mesmo tipo.

Matriz de Adjacéncia

A matriz de adjacéncia de uma rede regular é dada pela matriz A = [a;;], onde a;;
representa o numero de setas recebidas pela célula i que vieram da célula ;.

| A

Rede Bidirecional

Uma rede é dita bidirecional quando todos os seus acoplamentos entre células se
manifestam em pares de setas com sentidos opostos. Dito de outro modo, uma rede é
bidirecional quando apresenta matriz de adjacéncia simétrica.

\
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= f(x1,x3), X1 = g(x1,%2,%2),

X2 = f(x2,x1), Xy = g(x2,X3,%1),

® ®
/N 7N\
@—0

0 0 1 0 1 1
1 00 1 0 1
010 1 10
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X3 = g(x3,X1, X2),

de redes iltonian:

X1 = h(x1,x2, x2),
X2 = h(x2,x3, x1),

X3 = h(x3,xl,xz)-

©
R
@+==0O



Bifurcacoes de Codimensao Um

EncBioMat

Uma bifurcagcéo ocorre numa familia de EDOs da forma x = F(x, A) com um parametro A
quando a descrigao qualitativa de estados muda proxima a algum valor de parametro 1.

Na dinamica equivariante, restricdes de simetria podem forcar autovalores a serem
multiplos, e novos fendmenos ocorrem. Um notavel é quebra espontanea de simetria,
onde as solugdes tém menos simetria do que as equagoes (Golubitsky e Stewart 2002).

Nas redes, a bifurcacéo local € mais complicada. A arquitetura de rede pode ter um forte
efeito ndo apenas nos autovalores, mas também nas néo-linearidades ao longo do ramo
bifurcado. Isso pode se manisfestar, por exemplo, na taxa de crescimento do ramo
bifurcado. Redes podem exibir bifurcacdes de quebra de sincronia, onde um estado com
algum padrao de sincronia perde estabilidade e o padrédo de sincronia muda: algumas
células que eram sincronas deixam de ser.
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Exemplo pratico

f 16
EncBioMat

Considere o seguinte modelo de dindmica evolutiva usado para amontoados de
organismos inicialmente idénticos com fenétipos (x, y, z) € R3:

X=Ax—(x+y+2)+x°
y=Ay—(x+y+2)+y° 7)
z=Az—(x+y+2)+7°

A matriz Jacobiana desse sistema é

A—1+2x —1 —I
J = -1 A—1+2y -1
—1 —1 A—1+4+2z7
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Exemplo pratico

Note que o sistema admite a solugao trivial (0,0, 0) cuja estabilidade é dada pelos
autovalores da linearizagdo de J neste ponto, obtendo

A—-1 -1 —1
Jo = -1 A-1 -1
—1 -1 A-1

com autovalores A — 3 e A com multiplicidade 2.

Quando A < 0 a solugéo trivial € estavel mas perde estabilidade quando A > 0.

Se olharmos para um equilibrio préoximo da origem, encontramos solucdes nao-triviais
(u,u,v), (u,v,u), (v,u,u) onde

“A+1—+/A2—-61+1 —A—1+VA2—61+1
u = V=
2 2

?)\

ncBioMat
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Exemplo pratico

r S
LD (s
EncBioMat

Observe que, considerando a matriz de ajacéncia A da rede associada e a matriz
identidade, podemos escrever

Jo=(A-1)-Izi+(-1)-4 9)
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Exemplo pratico

\‘77 }

EncBioMat

Observe que, considerando a matriz de ajacéncia A da rede associada e a matriz
identidade, podemos escrever

Jo=@A-1-Izi+(-1)-4 9)

A partir dai, assuma que a dindmica interna de cada célula é k-dimensional com k > 1.
Num estado completamente sincrono, a matriz Jacobiana € determinada por duas
matrizes de ordem k: a dindmica interna linearizada ® e o acoplamento linearizado W de
onde temos

dF)=1L,®P+A4A V. (10)
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Pares de Codimensao Um
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Lema 1

Os kr autovalores da matriz Jacobiana J s&o a uniao dos autovalores das matrizes M,,;
paral < j <s. Especificamente, suponha que u € C" é um autovetor de A. Entéo

Ju®v) =u® (Myv). (11)

Portanto, se v € C*¥ é um autovetor de M,,, entdo u ® v é um autovetor de J.

| A

Definicao 4

Um par (®, ¥) de matrizes reais de ordem k € um par de codimensdo um se as partes
reais dos autovalores das matrizes M,,,..., M,,, M, ..., M, séo distintas (exceto por
conjugados complexos dos autovalores de M, ). O conjunto desses pares é denotado por
Lo (k).
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Sistemas Hamiltonianos ¥

Dada uma funcéo (g, p) : P — R, um sistema dinamico acoplado hamiltoniano € um
sistema definido a partir de 2mn equagodes diferenciais ordinarias

G.p)T =IVh(q, p), (12)
onde
0 I
J — nm nm 13
[ L Opm ] (13)

€ uma matriz anti-simétrica, ¢ = (¢1,....¢qn) € p = (p1,..., pn) S80 chamados vetores de
posicdo e momento, respectivamente, e formam o espaco de fase total P = (R?™)" e,
parai =1,...,n, (g;, p;) € R?" é a variavel de posi¢cdo e momento de cada célula i.

Teorema

Suponha que um sistema hamiltoniano de equacdes diferenciais possa ser representado
como um sistema acoplado de células hamiltonianas e sua rede de células acopladas
seja conexa. Entdo, a rede deve ser acoplada bidirecionalmente.
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Funcoes Hamiltonianas Admissiveis

Teorema

)

EncBioMat

Seja G uma rede nao direcionada que possa ter varias arestas e lacos e Ag = (a;;)
denota a matriz de adjacéncia da rede G. Uma fungéo 2 : P — R € uma fungao
hamiltoniana admissivel associada a G se, e somente se, existem fungdes suaves
a:R?™ — Re B :R?>™ x R*™ — R tais que

n

h(g.p)= Y aiBi g5 pi-pi)+ Y adi, pi). (14)

i=1,i<j i=1

Se G é bipartida e além disso existem v; € V; e v; € V, com a mesma valéncia, ou se G
nao é bipartida, entdo g é invariante pela permutacéo o (gi,q;, pi, pj) = (4;.4i, Pj. Pi)-

Antonio E. de Melo | Formacao de padrées: do modelo de Ising na biologia a dindmica de redes hamiltonianas



Bifurcacoes em Sistemas Hamiltonianos

Autovalores em Sistemas Hamiltonianos @ e

EncBioMat

Definicao

Dizemos que uma matriz M é hamiltoniana se, dada uma matriz J de estrutura simplética
na forma (13), esta satisfaz
M'J+IM =0. (15)

Corolario 3.14

Suponha que tenhamos uma rede regular cuja dinamica interna de cada célula seja
hamiltoniana. Entéo, o sistema linearizado na origem é hamiltoniano se, e somente se, a
matriz de acoplamento ¥ for hamiltoniana e a matriz de adjacéncia da rede for simétrica.

V.
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Bifurcacoes em Sistemas Hamiltonianos

Autovalores em Sistemas Hamiltonianos

EncBioMat

Lema 3.15

Os 2mn autovalores da jacobiana 7 s&o a unido dos autovalores das matrizes M, .
Especificamente, seja u € R” é um autovetor de A. Entao

Ju®v) =u® (Myv).

Portanto, se v € C?™ é um autovetor de M,,, entdo u ® v € um autovetor de 7.

| \

Lema 3.16

Seja u € R um autovalor de A e denote por E, (4) C R” o autoespacgo generalizado
associado. Entdo, E,(A) ® C>™ é invariante por J.

A,
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Bifurcacoes em Sistemas Hamiltonianos

Autovalores em Sistemas Hamiltonianos

EncBioMat

Exemplo 3.17

Considere a rede G; mostrada abaixo com sua matriz de adjacéncia 4; .

4

A rede G; possui grupo de simetria abeliano D,. Os autovalores de A; séo 3, %(1 + V/17),
—2, =2, 0. A simetria D, nao é suficiente para garantir o duplo autovalor —2 pois
representacgdes irredutiveis de grupos abelianos sao unidimensionais. Assim, a
multiplicidade 2 do autovalor —2 € uma consequéncia da estrutura particular da rede.

SO === O
S OO NO -~
SO OO~
_—_0 O O
DO = O OO
SN = O OO
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Bifurcacoes em Sistemas Hamiltonianos

Autovalores em Sistemas Hamiltonianos

EncBioMat

Os autovalores de J séo obtidos calculando os autovalores das matrizes M; = ® + 3,
Mo=®, M, =®+pus¥ondepus =11+ 17),e M_, = -2, todas de ordem 2m.
Considere agora a decomposigéo I,-isotipica de R® dada por R® = T2 & B? & B2. Nessa
base, temos J = diag(®,, 5, ® — 2¥, & — 2W) onde

o | OV 7 o, _ | D20 ¥
1= 20 o420 | ¢ P25 o—vw w |-

Deste modo, vemos a vantagem computacional de usar a matriz de adjacéncia para
calcular o espectro jacobiano notando que a decomposicao por simetria requer o calculo
dos autovalores de matrizes de ordem 4m ao invés de ordem 2m.
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Grato pela atencao!
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