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Redes Acopladas

Dinamica Equivariante

A dinamica equivariante examina como as simetrias de uma equacao diferencial afetam
o comportamento de suas solugdes.[1, 4]
Por simplicidade, assuma que o espaco de fase de um sistema dinamico é X = R¥ e

considere uma EDO q
—=fl) xeX. (1)

onde f : X — X é uma fungdo suave (campo vetorial).

Simetrias surgem quando um grupo I' de transformagoes lineares age em X. Exigimos
que todos os elementos de I associem solugcbées da EDO a outras solugoes. Isso é
equivalente a f ser I'-equivariante, ou seja,

flyx) =yf(x) VyelxeX (2)
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Redes Acopladas

Considere o sistema de equagodes para 3 neurdnios de Fitzhugh-Nagumo acoplados:

U1 = vi(@a —v)(v1 — 1) —wy; —cva w1 = bvy — yw
Uy = va(a —vy)(vy — 1) —wy — cv3 Wy = bvy — ywsy (3)
v3 = v3(a —v3)(v3 — 1) —w3z —cvy W3 = bvs — yws

onde v; é o potencial de membrana da célula i, w; € um substituto para uma corrente
ibnica e a,b,y sao parametros constantescom0 <a <1,b <0, y > 0.

O grupo de simetria é Z3 gerado pelo 3-ciclo (123) atuando nos pares (v;, w;).
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Podemos pensar num diagrama de rede para o sistema (3) que represente os
acoplamentos como mostrado abaixo.

X1 = f(x1,x2),

®©
/ \ = f(x2. x3),
@ - @ X3 = f(x3,x1),

onde os circulos representam células e setas representam os acoplamentos das variaveis
nas equagdes. Como essas entram nas equagdes do mesmo modo para cada i sujeita a
permutagao ciclica, as setas exibem o mesmo tipo assim como as células por terem o
mesmo espacgo de estados.

Acima, fazemos x; = (v;, w;) para exibir a forma geral de outros sistemas com essa
configuragao.
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Redes Acopladas

Ressaltamos que, quandoa = b =y = 0.5 e ¢ = 2, 0 sistema (3) tem um estado
periédico estavel em que as células sucessivas tém um tergo de um periodo fora de fase.
Abaixo mostramos o padréo para v;; 0 mesmo padréo ocorre para w;. Este estado é uma
onda rotativa discreta que exibe simetria espago-temporal induzida pela agéo de Zs:

x2(t) = x1(t = T/3)  x3(t) = x1(t —2T/3)

AR
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Redes Acopladas

Contexto historico

Com as devidas adequacgdes, muitos resultados de dindmica equivariante se aplicam a
redes simétricas. Contudo, poucos modelos em ciéncias aplicadas exibem simetrias
globais.

Em 2002, Marcus Pivato descreveu uma rede de 16 células que tinha um estado
periédico em que os nds foram particionados em 4 subconjuntos de 4 nés. [7]

As células em cada particdo eram sincronas enquanto células em particoes distintas
apresentavam a mesma dindmica a menos de um deslocamento de fase multiplo de 1/4
do periodo. Tratava-se de uma onda rotativa induzida por Z,4, exceto pelo fato da rede
nao possuir simetria Zy.
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Redes Acopladas =

Contexto histoérico e 7
pun ey

Por volta de 2003, Marty Golubitsky, lan Stewart e demais colaboradores propuseram
uma teoria para estudar esse tipo de rede partindo da nogéo de simetria local,
estabelecendo o formalismo via grupoides. [3, 5]

Matematicamente, uma rede é representada por um grafo direcionado cujos nos e arestas
séo classificados de acordo com rétulos ou “tipos” associados. Os nods (ou “células”) de
uma (direcionada e rotulada) rede G representam sistemas dinamicos (variaveis de
estado) e as arestas (“setas”) representam acoplamentos, interagées entre essas
variaveis.
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Redes Acopladas

Seja G a rede exibida abaixo:

[+ ]=[z]
YN YN

—O—

Vemos que as células 1 e 2 sdo isomérficas por entradas, assim como as células 3 e 5.

Porém, as células 1 e 3 ndo sao isomorficas por entradas. Apesar de ambas receberem
duas entradas, os tipos de seta sao diferentes.
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Redes Acopladas -,
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Da esquerda para a direita: 1(1), 1(3), 1(4), 1(2), 1(5).

Estritamente, as setas constituem o conjunto de entradas mas é conveniente também
mostrar as células da cabeca e cauda delas.
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Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes com simetria

Veremos agora como a sincronia se manifesta em redes.

Uma polidiagonal é um subespaco

A = {x | x, = x4 para alguns subconjuntos de células}

Um subespaco de sincronia é uma polidiagonal fluxo-invariante.
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Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes genéricas

Considere a seguinte rede do tipo “alimetacao direta” (feed-forward) com suas funcdes
admissiveis:

RN
O—-@—00—-0—-0—0—0

X1 = f(x1,x3), X2 = f(x2,Xx1), X3 = f(x3,x2),
X4 = f(xa,x3), X5 = f(x5,X4), X7 = f(x7,X¢),

x7 = f(.X7,X6),

Podemos particionar essa rede usando coloragées onde
A ={x|x1 = x4 = x7,X2 = X5, x3 = X¢} € fluxo-invariante.

Antonio Melo | Mestrado em Matematica Aplicada — Universidade Federal de Sao Paulo | Sdo José dos Campos-SP

UNIFESP

A~
[T T
)]



Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes genéricas

Considere a seguinte rede do tipo “alimetacao direta” (feed-forward) com suas funcdes
admissiveis:

RN
O—@—0@—®—0—0—0@

= f(ri.x3), X2 = f(x2,x1), X3 = f(x3,x2),
= f(xa. x3), X5 = f(x5,x4), X7 = f(x7,X6),
= f( x6)v

Podemos particionar essa rede usando coloragées onde
A ={x|x1 = x4 = x7,X2 = X5, x3 = X¢} € fluxo-invariante.
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Sincronia e Coloracoes

Definicao (coloracao)
Uma coloragédo de uma rede G é um mapa

k:C—>K
onde K é um conjunto cujos elementos sao chamados cores.

Dizemos que ¢ e d tem a mesma cor se k(c) = k(d) e escrevemos ¢ ~, d (equivaléncia
por cores).

Uma coloracao « é balanceada se, sempre que ¢ € d tem a mesma cor, entao existe um

isomorfismo de entradas g : I(c) — I(d) tal que i e (i) tém a mesma cor para todo
i eT@G)).
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Sincronia e Coloracoes

Na pratica, uma coloragéo é balanceada se existe um isomorfismo de entradas que
preserva cores de quaisquer duas células de mesma cor. Como células da mesma cor
devem ser equivalentes por entradas, uma coloracao balanceada é um refinamento da
equivaléncia de entradas.

A polidiagonal definida por uma coloragéo « de G é o espaco
Ac ={x | k(c) = k(d) = xc = Xa}
Ou seja, células da mesma cor sao sincronas para x € A,.

Teorema

Uma polidiagonal A, é invariante para toda fungdo admissivel se, e somente se, « é
balanceada.
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Sincronia e Coloracoes

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR

Definicao

Um reticulado n-dimensional € um subconjunto do R”* da forma
L ={ov; +---ayv, | @; € 7Z},

onde {vy,...,v,} € um conjunto de vetores linearmente independentes em R” chamados
de geradores do reticulado L.

Observe que £ é um subgrupo discreto de R”.
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Sincronia e Coloracoes

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR

Definicao
Um sistema dindmico reticulado n-dimensional € um sistema de EDOs associado com um
reticulado n-dimensional £ tal que

Xe = f(Xe, X1(c)) ceL,
onde x. € R¥, I(c) = (c1,....cp), X1y = (Xepo--ouXe,) € R¥ e a fungdo f : RF(¢+D _ RK

€ suave e invariante por todas as permutagdes de variaveis que levam cada classe de
vizinhos de ¢ em si proprio.
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Sincronia e Coloracées 4

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR il

Fazendo £ = 72, podemos vizualizar um SDR como

11

H(i)H?._.OHQH@._,
O O e OO

1]

L1 11

4—.©<_.Q._.Q4_.Q._.Q4_.

[ 11 1

|
PG PG PG VIS PG PN

T T T

Antonio Melo | Mestrado em Matematica Aplicada — Universidade Federal de Sao Paulo | Sdo José dos Campos-SP



Sincronia e Coloracoes

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR

Considerando uma regiao finita de um SDR, temos uma rede neural celular (RNC).
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Sincronia e Coloracoes

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR
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Sincronia e Coloracoes

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR

Wang e Golubitsky [8] listam varios padrdes para duas cores.
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Aplicacoes

Central Pattern Generator - CPG QUNIFESD,
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Aplicacoes

Sistemas de Giroscopios Acoplados

Y Sensing Axis

¢ : V, [exicted by Fe, ]

011111111 S
V,
[drivenby F 4]

(\ Driving Axis X
)
54

Rotating Axis
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Aplicacoes

Sistemas de Giroscopios Acoplados

Gyro 1

Gyro 2 Gyro N

Gyro3 [4—» Gyro4
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Aplicacoes

Dispositivos de Colheita de Energia QUNIFESD,
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Fig.1.27 (Left) Schematic of network implementation of a coupled energy harvester device. (Right)
One of many applications of energy harvesters includes health monitoring devices
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Aplicacoes

Dispositivos de Tempo de Alta Precisao

Quartz Crystal Equivalent Circuit
<
Metalised ]
Crystal | Electrodes

Represents Inertia,” Represents self
Friction and Stiffness Capacitance of
of Crystal Crystal
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