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Vamos comegcar revisando um conceito basico:

Definicao

Um grupo € um conjunto G com uma operagao binaria

GxG—G,(x,y)~>x-y onde vale:

> |dentidade: existe e € G tal que Vx € G,
e- X =xXx=x-e€
> Inverso: para cada x € G existe um x’ tal que
x-x'=e=x"-x
» Associatividade: para todo x, y, z € G,
(x-y)-z=x-(y-2)




Introducao

O que é simetria?

Uma resposta tipica:

» Uma simetria de um objeto é uma transformagéo do objeto que preserva
propriedades essenciais.

Por exemplo, em R?, uma simetria = uma isometria = uma fungédo f : R? — R? que
preserva distancias.

As isometrias do plano séo:
> translacoes,
> rotacoes,
> reflexdes, ou
> reflexdes com deslizamento



Introducao

Seja P C R? um objeto planar.

Definicao

O grupo de simetria de P € o conjunto das isometrias do plano que preservam P:

Sym(P) = {f € Isom(®R®) | f(P) = P}.

1. Seja C uma circunferéncia de centro p € R2. Entéo,
Sym(C) = {rotacdes e reflexdes de retas através de p}

2. Seja T um triangulo equilatero. Sym(T) consiste de
> Identidade
> rotacOes de 120° e 240°
> reflexdes através de alturas de T



Propriedades dos grupos de simetria
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> A composi¢ao de simetrias € uma simetria.
f.g € Sym(P)= fogeSym(P)

> Fazer nada é uma simetria.
id € Sym(P)

» Simetrias podem ser desfeitas.
feSym(P)= f~!eSym(P)

» A composicdo de simetrias é associativa.
f.g.heSym(P)= (fog)oh= fo(goh)
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Definicao alternativa de grupos

Um conjunto de lagos de mesmo vértice e um jeito de 'multiplicar’ lagos, satisfazendo:
» Deve haver um lacgo identidade.
» Cada laco deve ter um inverso.
» A multiplicagéo de lagos deve ser associativa.

@Q vértice = objeto

(] lagos = transformacoes do objeto



De grupos para grupoides g,
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Um grupoide é como um grupo, com a exce¢ao de que nem todos os elementos podem
ser multiplicados.

Podemos pensar em um grupoide como um grupo onde a operagao binaria foi substituida
por uma fung¢ao parcial.

Quando a multiplicacao é possivel, ela satisfaz todos os axiomas de grupo:
identidade, inversos e associativadade.
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Definicao

Um grupoide G consiste de:
» um conjunto G, de objetos, chamado espaco total
» um conjunto G; de setas chamado espaco base
» um jeito de compor certas setas

todos satisfazendo as seguintes propriedades.
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Definicao (continuacao)

® v . . z Yo
» Se x — y e y — z sao setas, entdo ha uma seta x — z

» Para cada objeto x ha uma seta identidade x 2 x

—1
(2 p - 4
» Para cada seta x — y ha uma seta inversa y — x

» Quando possivel, a multiplicagao de setas é associativa

Vo woyY
X 7 y w v @ w

wo(fog)=(@oY)op
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Definicao (continuacao)

> Aplicagdes sobrejetoras o, t : Go — G; chamadas, respectivamente, de proje¢ao
fonte e projecao alvo

a(xgy)zx t(xgy)zy

» Uma aplicacao p chamada de multiplicagdo do grupoide

W (G(()Z) — Go
(Y2, V1) > Y2y

onde G = {(¥2.v1) € Go x Go | 6(¥2) = (Y1)}




Um exemplo de grupoide pode ser observado no conhecido Jogo do 15
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Redes Acopladas

Dinamica Equivariante

A dinamica equivariante examina como as simetrias de uma equacao diferencial afetam
o comportamento de suas solugdes.[1, 3, 9]
Por simplicidade, assuma que o espaco de fase de um sistema dinamico é X = R¥ e

considere uma EDO q
Yo fr) xex. (1)

dr
onde f : X — X é uma fungdo suave (campo vetorial).
Simetrias surgem quando um grupo T" de transformagdes lineares age em X. Exigimos
que todos os elementos de I associem solugcbées da EDO a outras solugoes. Isso é
equivalente a f ser I'-equivariante, ou seja,

flyx)=yf(x) VyelxeX (2)
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Considere o sistema de equagodes para 3 neurdnios de Fitzhugh-Nagumo acoplados:

v =vi(a—v)(1 —1) —wy —cvy Wy =bvy —yw;
Uy = va(a —v2)(vy — 1) —wy — cvs Wy = bvy — ywsy (3)
U3 = v3(@ —v3)(v3 — 1) —w3 —cvy W3 = bvs — yws

onde v; € o potencial de membrana da célula i, w; é um substituto para uma corrente
ibnica e a,b,y sao parametros constantescom0 <a <1,b <0, y > 0.

O grupo de simetria é Z3 gerado pelo 3-ciclo (123) atuando nos pares (v;, w;).




Redes Acopladas

Podemos pensar num diagrama de rede para o sistema (3) que represente os
acoplamentos como mostrado abaixo.

X1 = f(x1,x3),

O
/ \ = f(r2.x1),
@4_@ X3 = f(x3,x2),

onde os circulos representam células e setas representam os acoplamentos das variaveis
nas equagdes. Como essas entram nas equagdes do mesmo modo para cada i sujeita a
permutagao ciclica, as setas exibem o mesmo tipo assim como as células por terem o
mesmo espacgo de estados.

Acima, fazemos x; = (v;, w;) para exibir a forma geral de outros sistemas com essa
configuragao.
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Ressaltamos que, quandoa = b =y = 0.5 e ¢ = 2, 0 sistema (3) tem um estado
periédico estavel em que as células sucessivas tém um tergo de um periodo fora de fase.
Abaixo mostramos o padréo para v;; 0 mesmo padréo ocorre para w;. Este estado é uma
onda rotativa discreta que exibe simetria espago-temporal induzida pela agéo de Zs:

x2(t) = x1(t —T/3) x3(t) = x1(t —2T/3)

AR



Redes Acopladas

Contexto historico

Com as devidas adequacgdes, muitos resultados de dindmica equivariante se aplicam a
redes simétricas. Contudo, poucos modelos em ciéncias aplicadas exibem simetrias
globais.

Em 2002, Marcus Pivato descreveu uma rede de 16 células que tinha um estado
periédico em que os nds foram particionados em 4 subconjuntos de 4 nés. [12]

As células em cada particdo eram sincronas enquanto células em particoes distintas
apresentavam a mesma dindmica a menos de um deslocamento de fase multiplo de 1/4
do periodo. Tratava-se de uma onda rotativa induzida por Z,4, exceto pelo fato da rede
nao possuir simetria Zy.



Redes Acopladas

Contexto historico

Por volta de 2003, Marty Golubitsky, lan Stewart e demais colaboradores propuseram
uma teoria para estudar esse tipo de rede partindo da nogao de simetria local,
estabelecendo o formalismo via grupoides. [8, 10]

Matematicamente, uma rede é representada por um grafo direcionado cujos nos e arestas
sao classificados de acordo com rétulos ou “tipos” associados. Os nés (ou “células”) de
uma (direcionada e rotulada) rede G representam sistemas dindmicos (variaveis de
estado) e as arestas (“setas”) representam acoplamentos, interacées entre essas
variaveis.

Formalmente, temos:
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Definicao de rede

Uma rede de células acopladas G = G(C, S) constitui-se de:
1. Um conjunto finito C = {1, 2, ..., n} de células.
2. Um conjunto finito S de setas.

3. Doismapas H:S —Ce T : S — C tais que cada seta s € S tem uma cabeca
H(s) € C e uma cauda T (s) € C.

4. Uma relagao de equivaléncia ~¢ sobre as células em C que classifica seu espaco de
fase.

5. Uma relagéo de equivaléncia ~s sobre as setas em S que as classifica de acordo
com seus conjuntos de entrada.

6. Duas condicoes de compatibilidade: Se s1, s, € S sdo ~g-equivalentes, entdao H(s;)
e H(s) sdo ~¢-equivalentes, € do mesmo modo, 7 (s1) € 7 (s2).
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Definicao de conjunto de entrada

Seja ¢ € C. O conjunto de entrada de ¢ é o conjunto /(c) de todas as setas s € S tais que
H(s) = c. Ou seja,
I(c) ={s eS| H(s) =c}

| A\

Definicao de isomorfismo de entradas

Um isomorfismo de entradas 8 : I(c) — I(d) é uma bijecao entre conjuntos de entrada
que preserva o tipo de seta, ou seja, s ~s B(s) para todo e toda seta s € I(c).

(Note que B~1(s") é ~s-equivalente a s’ para todo s’ € I(d))



Redes Acopladas

Se existe um isomorfismo de entradas 8 : I(c) — I(d) dizemos que ¢, d sdo isomdrficas
por entradas ou equivalentes por entradas.

Definicao de ~g-equivaléncia

A relagao ~ g de equivaléncia por entradas em C é definida por ¢ ~g d se, e somente se,
existe uma bijecéo
B:1I(c)— I(d)

tal que, paracadai € I(c),

i~s B(i)
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Seja G a rede exibida abaixo:
[Tl=
AN K »\
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Vemos que as células 1 e 2 sdo isomorficas por entradas, assim como as células 3 e 5.
Porém, as células 1 e 3 ndo sao isomorficas por entradas. Apesar de ambas receberem
duas entradas, os tipos de seta sao diferentes.
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Da esquerda para a direita: I1(1), 1(3), 1(4), 1(2), 1(5).

Estritamente, as setas constituem o conjunto de entradas mas € conveniente também
mostrar as células da cabecga e cauda delas.




Redes Acopladas

O conjunto de todos os isomorfismos de entradas da célula ¢ para a célula d é denotado
por B(c,d). Tais mapas sao fechados por composi¢cao do seguinte modo:
se a, b e ¢ sdo células ~g-equivalentes, e « € B(a,b) e B € B(b,c), entdo fa € B(a,c).
Tal composigao nem sempre pode ser definida, mas quando é, essa é também
associativa.
Disso segue que, para qualquer célula ¢ € C, o conjunto B(c, c) & um grupo finito,
chamado o grupo de vértice de c.
A uniao

Bg = U B(C’d)

c,deC

dos conjuntos de isomorfismos de entradas forma o grupoide de simetria da rede.



Redes Acopladas

Pode parece natural imaginar que o grupoide de simetria tenha um comportamento
similar ao do grupo de simetria quanto ao fato de uma dada funcéo ser I'-equivariante.

Porém, na préatica ndo temos como definir de modo explicito a “a¢gdo” do grupoide no
espaco de fase do sistema. (Exceto em casos a parte que exibem simetria interior, um
meio termo entre redes simétricas e redes mais gerais. [3]).

De modo geral, o grupoide de simetria ajuda a organizar uma eventual analise da
estrutura da rede combinando a no¢do de componente conexa de um grafo com o
fechamento algébrico de um grupo.



Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes com simetria

Veremos agora como a sincronia se manifesta em redes.

Uma polidiagonal é um subespaco J

A = {x | x, = x4 para alguns subconjuntos de células}

Um subespaco de sincronia é uma polidiagonal fluxo-invariante. |

Teorema

Seja ~ um subgrupo do grupo de simetria I'. Entdo Fix(2) = {x e R¥ |[ox = x Vo € =}
é fluxo-invariante.

Prova: Segue de (2) ja que f(x) = f(ox) = of(x). )




Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes com simetria

Corolario

Seja o uma permutagéo. Entao Fix(o) € uma polidiagonal.

Considere a rede abaixo:
O=0

o
E=@

Fix((2,3), (1,4)) = {(x1, X2, X3, X4) | X2 = X3; X1 = X4}




Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes com simetria

Um resultado a considerar em redes simétricas é o:

Teorema H/K

Seja I' um grupo de simetria finito e K ¢ H c T' um par de subgrupos. Entdo existem
solugdes periddicas para algum sistema de células acopladas com simetria
espacgo-temporal H e simetria espacial K se, e somente se, H/K € ciclico e K € um
subgrupo isotropico.

Apesar de nao haver um analogo desse resultado para redes mais gerais, ha uma
condi¢ao que pode atuar no papel do subgrupo K e induzir um estado de sincronia, como
veremos a seguir.



Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes genéricas

Considere a seguinte rede do tipo “alimetacao direta” (feed-forward) com suas funcdes
admissiveis:

N
O—-O—-—0O—-6—0—0

X1 = f(x1,x3), X2 = f(x2,Xx1), X3 = f(x3,x2),
X4 = f(x4,x3), X5 = f(x5,X4), X7 = f(x7,X6),

x7 = f(.X7,X6),

Podemos particionar essa rede usando coloragoes onde
A ={x|x1 = x4 = x7, X2 = X5, x3 = X¢} € fluxo-invariante.



Sincronia e Coloracoes

Sincronia em redes genéricas

Considere a seguinte rede do tipo “alimetacao direta” (feed-forward) com suas funcdes
admissiveis:

N
O—-@ 00O —0—00—0

= f(x1.x3), X2 = f(x2, 1), X3 = f(x3,x2),
= f(xs.x3), X5 = f(x5,x4), X7 = f(x7,%6),
= f(x7.x6),

Podemos particionar essa rede usando coloragoes onde
A ={x|x1 = x4 = x7, X2 = X5, x3 = X¢} € fluxo-invariante.
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Definicao (coloracao)
Uma coloracdo de uma rede G € um mapa

k:C— K

onde K é um conjunto cujos elementos séo chamados cores.

Dizemos que ¢ e d tem a mesma cor se k(c) = k(d) e escrevemos ¢ ~, d (equivaléncia
por cores).

Uma coloragéo « é balanceada se, sempre que c e d tem a mesma cor, entdo existe um
isomorfismo de entradas 8 : I(c) — I(d) tal que i e (i) tém a mesma cor para todo
ieTU@)).




Sincronia e Coloracoes

Na pratica, uma coloragéo é balanceada se existe um isomorfismo de entradas que
preserva cores de quaisquer duas células de mesma cor. Como células da mesma cor
devem ser equivalentes por entradas, uma coloragéo balanceada é um refinamento da
equivaléncia de entradas.

A polidiagonal definida por uma coloragéo « de G é o espaco
Ac ={x | k(c) = k(d) = xc = Xa}

Ou seja, células da mesma cor sao sincronas para x € A,.

Teorema

Uma polidiagonal A, € invariante para toda fungao admissivel se, e somente se, « €
balanceada.
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Aplicacoes

CPG - Gerador Central de Padroes para locomocao animal

walk bound pace trot
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Aplicacoes

Homeostase em redes de regulacao genética

Antoneli et al.[2] propdem uma rede de regulacdo genética que simula a homeostase em
seres unicelulares como a Saccharomyces cerevisiae usando a nogao de homeostase
infinitesimal para permitir o0 uso de derivagéo implicita para achar regides de homeostase.
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