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Vibracoes Mecéanicas

22 Lista de Exercicios: Sistemas Discretos

1. (a) Para uma barra delgada articulada em uma extremidade, o momento de inércia em relacdo ao

pivd é

1

I=_mL>

3™

A energia cinética é
1 /. ) 1 ) )
T=31 (9% + 93) = cmL? (9% + 93) .

Logo, .
— ) ) th . 1 2|1 0
T=[0 QQ]M[QJ, M_SmL [0 1].
O deslocamento horizontal de cada barra na altura a é, para pequenos angulos,
r1 ~ aby, To = abs.

A deformacéo da mola é
6= T9 — 1 = a(92 — 91)

Assim, a energia potencial eldstica é
Vi Lo 1, 5 o L1, 9.0 2
k= 2/€(5 = Qka (92 91) = 2ka (91 + 92 29192) .

Para barras suspensas verticalmente, a contribuigdo gravitacional é restauradora e, para pe-
quenos angulos,

V=55 (67 + 63)
Portanto,
v="lro 0K [gj ,
com
ka® + m—gL —ka®
K — 2
—ka? ka® + m?gL

As equacgoes de Lagrange fornecem
i 0,
M6+ K6 =0, 0= .
Admitindo solugdo harmonica

0(t) = g™,

obtém-se o problema de autovalores



Defina

A—ka2, B="9L oLl
2 3
Entao
A+B -A
AT
Os autovetores sao
1 1
¢1 - |:1:| ) ¢2 - |:_1:|
Para ¢y = [1,1)7,
K¢1 - B¢11
logo
mglL
=2 2 39
C L 2L
Para b, = [1,—1]7,
K¢y = (2A+ B)o,,
logo
9 . mglL
, 24+B 2kaT+——  gre2 34
Wy = = — .
2 C 112 mL? ' 2L
3
Portanto,
39
W] =4/ —
! oL
e
6ka? 3¢
wo = — |
2 mL2 ' 2L
Os modos naturais sao
1
¢1 - |:1:|

[

O primeiro modo é simétrico: as duas barras giram no mesmo sentido e a mola nao se deforma.
O segundo modo é antissimétrico: as barras giram em sentidos opostos e a mola se deforma.

Normalizando em relacdo a matriz de massa,

temos

2
o1 My = %mLQ [1 1] H =3

Logo,

[73 1
1=\ o [1]

3mL2.



Analogamente,

de modo que

[ 3 1
ks 2mL? [—1] '

Incluindo o efeito da gravidade, as frequéncias naturais sao

_ /39
“i=\lgp 2
1
17

x1(t) + z2(t),

Os modos naturais sao

b1

Definindo as coordenadas modais
S(t)

o sistema desacopla-se em
S+wisS=0,

As condigOes iniciais correspondentes sao
S(0) = w10 + 220,
D(0) = w10 — w20,

Portanto,

S(t) = (:Elo + Izo) COS(UJlt) +

D(t) = (x10 — ®20) cos(wat) +

Como

obtém-se

_ [6ka?  3g
VL2 " 2L
D(t) = x1(t) — z2(t),

S(0) = w19 + 0,

D(O) = V10 — V20-

V1o + V20 sin(wit),
w1

V10 — V20

i t).
o sin(wst)

(xlo + xgo) COS(UJlt) +

+ (210 — x20) cos(wat) +

v !
10 £ G )
w1

V10 — V20
)

Sin(wgt)] ,

T2 (t)

T2

(x10 + z20) cos(wit) +

— (10 — m20) cos(wat) —

V10 + V20 .

———— sin(w;t)

w1

V10 — V20
w2

sin(wgt)] :

O primeiro modo corresponde a



ou seja, ao modo simétrico x1 = xo. Para que o sistema responda exclusivamente nesse modo,
¢é necessario anular a contribui¢ao do segundo modo, isto é,

D(0)=0,  D(0)=0.

Logo,

[Z10 = Z20, V10 = V20 |

Fazendo
x10 = T20 = A, vig = V20 = B,

a resposta no primeiro modo é

x1(t) = x2(t) = Acos(wit) + B sin(wyt) |.
w1

Sejam 601 e 05 os pequenos angulos das barras esquerda e direita, respectivamente. Incluindo o
efeito da gravidade, definimos

1 L
C = -mlL?, A = ka?, B="92
3 2
As matrizes de massa e de rigidez sao
A+B -A
M =CI, K_[—A A—i—B]'

Os modos naturais normalizados em relagdo a massa, por (1) e (2), sdo

#-glh) el
1 — 20 11 2 — 20 —11!"
As frequéncias naturais sao

B 3
g-B b

B 2A+ B 6ka®  3g
c 2L’ B

C mL2 2L

ws =
Definindo as coordenadas normais 7,72 por

0
0= |:01:| = 771¢)1 +7’2¢)2)
2

C C
U1=\/§(91+92), ?722\/5(91—92)-

O momento aplicado & barra da esquerda é

obtemos

M (t) = My cos(Qt).

Logo, o vetor de forcas generalizadas é

My cos (2t
Q(t>=[ ool )]-
As forcas modais sao
M,
P1Q=3Q = —0 cos(Q2t) = Fy cos(Qt),

V20
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com
My 3

Fy= % — My —"—.
0~ ac OV omr2

Assim, as equagoes desacopladas nas coordenadas normais sao

i+ w%m = Fpcos(Qt)

s + w%ng = Fpcos(Qt)

Para € # w1,ws, a solugdo geral é

Fo
it
o 92] cos(w;t) +

1i(0)

Wi

. Foy .
sin(w;t) + WY cos(Qt), i=1,2.

7

t) = [1(0) -

Se as condigoes iniciais forem nulas, 61(0) = 02(0) = 0 e 61(0) = 02(0) = 0, entdo

ni(t) = 2?092 [cos(02t) — cos(w;t)] .

Voltando as coordenadas fisicas,

0 = = )+ m)]. 0alt) = <= lm(t) = m(r).

Portanto, para condigoes iniciais nulas,

o1 (1) = 3My [cos(2t) — cos(wit) n cos(2t) — cos(wat)
T om? w? — 02 w3 — 02

ba(t) = 3My [cos(§2) — cos(wit)  cos() — cos(wal)
2T omL? wi — Q2 w3 — Q2

Sejam x1 e x2 0s pequenos angulos das barras esquerda e direita, respectivamente, medidos em
radianos. Adotando g = 9,81 m/s27 definimos
1

C = gmLQ, A = ka?, B= 2",

Substituindo os valores,
1

C= 5(1)(0,60)2 =0,12 kg - m?,
A=10(0,40)2=1,6 N - m,
(1)(9,81)(0,60)
2

B= =2,043 N - m.

As matrizes de massa e rigidez sao

C 0 0,12 0
=0 2= %7 0%

K_[A+B A ]_[4543 -16
| A A+B| T [-16 4543]



As frequéncias naturais sao

B 2,943
2 )
-2 = — 24,525
Y1707 0,12 e
24+ B 2(1,6)+2943 6,143
2 9 ) )
“2 c 0,12 0,12 ’

Portanto,

w1 = /24,525 ~ 4,952 rad/s
we = /51,1917 =~ 7,155 rad/s

Os modos naturais normalizados em relacao a massa sao

# = 52 ] = gm ] 200 [}

5y = \/;C [_11} _ \/ol,ﬂ [_11} ~ 2,041 [_11}

Defina as coordenadas soma e diferenga:

S(t) = z1(t) + 22(t),  D(t) = 1(t) — xa(t).

Com .
5(0) = z10 + 20 = S0, S(0) = v19 + voo = Vo,
D(0) = 219 — w20 = Do, D(O) = w19 — Vo9 = W,

a solucao livre é

S(t) = S cos(wit) + ? sin(w1t)
1

D(t) = Dy cos(wat) + Wo sin(wst)

w2
Logo,
S(t)+ D(t
() = 0+ D0
S(t)— D(t
ol = 0= 20
Substituindo os valores numéricos,
1
x1(t) = B (210 + x20) cos(4,952t) + 1)12’;_512)20 sin(4,952t)

V10 — V2

+ (w10 — m20) cos(7,155¢) + 155 O sin(7,155t) |,




(210 + 220) cos(4,952¢) + ”12:;75;’20 sin(4,952¢)

walt) = 5

V19 — U .
— (210 — 90) cos(7,155¢) — 1317552“ 51n(7,155t)] .

A equagao do sistema é

M+ Kx = [MO COS(Q”] . ox= [‘”1} .
0 T2

Usando S =1 + x9 e D = x1 — x9, 0 sistema desacopla-se:

. M
S+ w?S = =0 cos(t),

C
D +wiD = % cos(Q2t).
Como C = 0,12,
% - ()]t41()2 — 8.3333 Mp.

M,
S(t) = Sp cos(wit) + % sin(wst) + 207/02 [cos(02t) — cos(wit)]
w1 wi — Q

Wo . Mo/C
D(t) = Dg cos(wat) + o sin(wat) + P

[cos(Qt) — cos(wat)]

com
So = x10 + x20, Vo = v10 + v20,
Dy = x10 — w20, Wo = v10 — v20.
Entao,
S(t) + D(t S(t) — D(t
- S0ED0 TS0 D0

Substituindo w? = 24,525 e w3 = 51,1917,

8,3333M,

Vo .
S(t) = Spcos(4,952t) + 1950 sin(4,952t) + 31525 _F [cos(€2t) — cos(4,9521)]

_ Wy . 8,3333 My
D(t) = Dgcos(7,155t) + 7155 sin(7,155¢t) + 511017 — 2 [cos(t) — cos(7,155¢)]

Se 2 = w1y, o termo forcado em S deve ser substituido por

My t
?0 27% Sin((.dlt)

ou seja,
8,3333 M

t5in(4,952t).
2(1,952) | Sin(4.9520)




Se = wsq, o termo forcado em D deve ser substituido por

My t
?0 TLUQ Sin(WQt)
ou seja,
8,3333My | .
—————— tsin(7,155¢).
207155 | Sn(7:155%)
Para obter a solucdo numérica, integra-se diretamente o sistema original
Mx+Kx=Q(t), Q(t)= [MO C%S(Qt)] .

Para comparar com a solucgdo analitica, use as férmulas de S(t) e D(t) dadas acima e faca

S(t)+ D(t) S(t) — D(t)‘

analit
t) =
Ty ( ) 9 ) 92

:E%nalit (t) —
A diferenca entre as curvas numérica e analitica deve ser da ordem do erro numérico adotado.
Usando RK4 com passos h = 0,001, w; = 4.9522722057657536, ws = 7.15483519493403, com
x10 = 0.05 rad, x99 = 0.00, My = 1IN -m, e Q = 5 rad/s obteve erro maximo no caso
livre para x1 = 3.2786273695961654¢ — 15, xo = 3.1823502166794526e¢ — 15 e erro maximo no
caso forgado para 1 = 1.6889267762110194e — 14 e 1.8582357874663558¢ — 14 para x2, como

ilustrado abaixo.
Resposta livre — RK4 X solucdo analitica Resposta forcada — RK4 x solucdo analitica

x1 numérico (RK4)
X2 numérico (RK4)
— = x1 analitico — = x1 analitico
— — x2 analitico — — x2 analitico

x1 numérico (RK4)
x2 numérico (RK4)

0.04

angulo (rad)
angulo (rad)

—-0.02

-0.04

-4 F

0.‘0 2.‘5 5‘,0 715 1(;.0 010 2.‘5 5‘.0 7‘.5 10‘.0
t (segundos) t (segundos)

Considere o sistema de duas barras delgadas verticais idénticas, com

L =0,60 m, a = 0,40 m, m =1 kg, k=10 N/m, g¢g=9,81m/s%.

Sejam 67 e 02 os pequenos angulos das barras esquerda e direita. Defina
1
C = 5mL2 =0,12 kg - m?,

L
A=ka2=16N-m, B:%:Q,%:&N-m.

As matrizes de massa e rigidez sao

C 0} _ [0,12 0 } = [A+B —A ] _ [4,543 —1,6]

M:[o C 0 0,12 ~A A+B ~1,6 4,543

As frequéncias naturais sao

B 2A+ B
wy =4/ c ~ 4,952 rad/s, Wy = g ~ 7,155 rad/s.
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Os modos normais normalizados em relagdo a massa sao

o-to 01 elt 2]l )
Nas coordenadas normais 71,72, 0os coeficientes de amortecimento sao
§1=01, & =005
A matriz de amortecimento modal é

26w 0
C’?‘[ 0 2§2w2}'

Substituindo os valores,
2& w1 = 2(0,1)(4,952) = 0,9904,
289wo = 2(0,05)(7,155) = 0,7155.

Logo,
c, = 0,9904 0 ‘
0 0,7155

A matriz de amortecimento nas coordenadas fisicas {0} = {61, 62} é obtida por

c=o"TC,o7 .
Como
©— 1 [1 1}’
voo |1 -1
obtém-se

C— [0,10236 0,01650

0,01650 0,10236] N-m-s/rad

ou, com mais algarismos,

O = 0,102356 0,016498
~10,016498 0,102356

Defina as coordenadas normais 7,72 por

As equacgoes desacopladas sao

i + 2&win; + w?m = fi(t), i=1,2,

wal = wiy/1 — & &~ 4,927 rad/s, Wiz = way/1 — &2 &~ 7,146 rad/s.

Se nao houver excitagao, f;(t) = 0. A solucao livre é

com

7i(0) 4 &w;in; (0)
Wi

sin(wdit)}

ni(t) = e Swit [m(()) cos(wg;t) +




para ¢ = 1,2. As condi¢es iniciais modais sao

m(0) = \/5(91(0) +62(0)), n2(0) =

m(0) = \/f(él(o) + 65(0)), 12(0) =

Finalmente,

com v2C = /0,24 = 0,4899.

O vetor de forcas generalizadas ¢é

Qt) = [MO C%S(Qt)] .
As forcas modais sao
Fit) = falt) = Focos(Q1), z%;j%f

A solucao particular para cada modo é

(w? — O?) cos(t) + 2&w;Qsin(Q)

) = Fo T e e

para ¢ = 1,2. A solucdo completa é
ni(t) = e Swit [A; cos(wg;t) + B;sin(wg;t)] + 0t (t),
com
Ai = n;(0) = n}(0),

_ (0) = 7P(0) + Gwids
Wdi '

A resposta fisica é novamente

Integra-se diretamente o sistema
MO+ CO+ K0 =Q(t),

com Q) = [Mo c(())S(Qt)] .

Para comparar com a solugao analitica, use as férmulas de 7;(t) e n2(t) dadas acima e faga

Hélmalit (t) _ m (tz/—;%h (t) : egnalit (t) . n (?/;%72 (t) )

A diferenca entre as curvas numeérica e analitica deve seguir a ordem do erro numérico adotado.

Com RK4 usando passos h = le — 4, o erro maximo de 6; = 1.7283285913549662¢ — 11 e

1.77656916955371e — 11 para 02 com w; = 4.9522722057657536, wy = 7.15483519493403 e a
0.1023560.102356 0.0164983

matriz de amortecimento C = 0.0164983 0.102356 como mostrado abaixo.
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angulo (rad)
8
velocidade angular (rad/s)
o

0.0 25 5.0 75 10.0 0.0 25 5.0 75 10.0
t (segundos) t (segundos)

2. Considerando J; = 0.5 kg - m?, k1 = 560 x 103 N - m/rad, Ty = 226 N - m, Q = 103 rad/s,,
temos que o sistema com absorvedor dindmico de vibracoes é modelado por

Jlél + (kl + k2)01 - k202 = TO Sin(ﬂt),
Jgég — k9B + ko = 0.
As frequéncias naturais sdao obtidas de

det(K — w?M) =0,

ou seja,
J1J2w4 — [(kl + k‘g)Jg + ]{22J1]w2 + k1ko = 0.
Deseja-se
wyp = 0.8Q2 = 800 rad/s, wy = 1.2 = 1200 rad/s.
Logo,

w? = 640000, w3 = 1440000.

Resolvendo para kg e Jo, obtém-se

J2w2w2
ko = Jl(w% +w§) - % — kq,
kiko
Jo = —5=.
2 le%w%

Substituindo os dados,

0.25(640000)(1440000)

k2 = 0.5(640000 + 1440000) — 560000

— 560000,

480000

ko = 68571.43 N-m/rad = N -m/rad

560000 (452000)
~ 0.5(640000)(1440000)’

1
Jo =15 ke m? ~ 0.08333 kg - m?

2
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Para excitacdo harmonica
T(t) = Tosin(Q2),

com € = 1000 rad/s, admitimos
(91 (t) = 91 sin(Qt), 92 (t) == @2 sin(Qt).

Substituindo nas equagdes:
(k1 + ko — J19%)O1 — k2©Os = Ty,

—ko©O1 + (k‘Q — JQQ2)@2 =0.

Com os valores encontrados,

49042 »
= 2UR2 50548 x 1074 rad
'~ 97020000 % rac,
1582
= ~ —2.348 x 1072 rad.
@2 673750 348 x 10 ra

Portanto,

61(t) = 5.0548 x 10~ *sin(1000t) rad

02(t) = —2.348 x 1073 sin(1000¢t) rad

Essa é a solucao particular, isto é, a resposta em regime permanente. Se condi¢des iniciais nulas

forem impostas, deve-se somar a solu¢do homogénea, que oscila nas frequéncias naturais 800 rad/s
e 1200 rad/s.

A matriz de receptancia é

Para torque aplicado apenas em Ji,

0 ko — Jow?
Hulw) = 7 = =)
[ k
Hy(w) = Tf) = A(Z})v

onde
Aw) = (k1 + k2 — Jiw?) (kg — Jow®) — k3.

Substituindo os valores,

480000 1,2
Hy(w) = 480000 1 72 48010200 1, 9 480000\ 2
(560000 + #5700 — Fw?) (HPX — Hw?) — (572)
480000
o 7
Hy (w) = 480000 1, 9\ (480000 1.9 4800002
(560000 + 480000 _ 1,2 (480000 _ L2 _ (480000)
Na frequéncia de excitagao w = £ = 1000 rad/s,
H11(1000) 217 2.236 x 107% rad/(N - m)
= — = 2. ra - 1m
M 97020000
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1
Hj1(1000) = ~5earg © 1039 x 107° rad/(N - m)

Os modos proéprios associados as frequéncias 800 rad/s e 1200 rad/s sao

ol e[

Logo,
1 1
®= [9/2 43
As massas modais sao 35 a5
m1:¢1TM¢1:1—6, m2=¢2TM¢2=5*4'
As forcas modais sao
fi=oT [1(;0] — Ty = 226,
Ti
f2= o3 [0"] = Tp = 226.
As coordenadas normais qi, g2 satisfazem
mig1 + k1g1 = 1o sin(Qt),
mado + kogo = T Sin(Qt),
com
]{71 = mlw%, k‘Q = mgw%.
As solugbes permanentes sao
(1) = ——225_ Gn(1000t) ~ —2.870 x 10~* sin(1000¢)
() = —moresp Sin ~—2. sin ,
() 226 in(1000t) ~ 7.924 x 10~*sin(1000¢)
= _———sin ~ 7. sin .
) = 985185.185
Entao,
01(t)| _ o [01(®)
02(t) q2(t) ]’

que fornece exatamente
01(t) = 5.0548 x 10~*sin(1000t) rad,

05(t) = —2.348 x 1073 sin(1000¢) rad.

A FRF em coordenadas normais é
0

T
1 e,
ma (w3 — w?)

que, ap6s multiplicagdo, coincide com a expressao obtida em coordenadas fisicas.
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