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[Exercicios — Técnicas de Demonstrat;ﬁo]

n Demonstre que o produto de um inteiro par por um inteiro
impar é par.

Sejan, m € Z. Suponha que n € par, ou seja, existe k € Z tal que
n = 2k e que m é impar, ou seja, existe £ € Z tal que m = 20+ 1.

Deste modo, o produto n - m é 2k(2¢ + 1) = 2(2k¢ + k). Como
2kl + k € Z, temos que n - m & par.

a Prove que o produto de dois inteiros impares € impar.

Seja n,m € Z. Suponha que n é impar, ou seja, existe k € Z tal
que n = 2k + 1 e que m é impar, ou seja, existe £ € Z tal que
m=2f+1.

Deste modo, o produto n-m é (2k+1)(2£+1) = 4kt+2k+2£+1 =
2(2kt+k+¢)+1. Como 2kl+k+¢ € Z, temos que n-m é impar.

B Demonstre que se r € um niimero racional diferente de zero,
N
entao — é racional.
r
. * . . . a
Sejar € Q*, ou seja, existem a,b € Z tais que r = - coma # 0

b
eb#0.

1 b b 1
Deste modo, - = — =1 — = —, ou seja, — € Q.
r a a r

S| =

n Seja x um ndamero inteiro. Prove que x € impar se e somente
se existe um namero inteiro b de modo que x = 2b — 1.

(=) Seja x € Z. Se que x € impar, ou seja, existe k € Z tal
que x = 2k + 1. Como k é um inteiro qualquer, podemos es-
crever k = b — 1 para algum b € Z. Substituindo isso, temos
x=2k+1=2(b-1)+1=2b-2+1=2b-1como desejado.

(<) Sejab € Ztal que x = 2b—1. Como b é um inteiro qualquer,
podemos escrever b = k + 1 para algum k € Z. Substituindo
isso,temos x =2b—-1=2(k+1)—-1=2k+2-1=2k+1,0u
seja, x & impar como queriamos mostrar.

[Método da Contrapositiva}

2

B Para todo nimero inteiro n, se n* € impar, entdo n € impar.

Seja n € Z. Suponha que n ndo é impar, ou seja, existe k € Z
tal que n = 2k. Entdo n® = (2k)* = 4k? = 2(2k?), ou seja,
n? nao é impar. Assim, por contrapositiva obtemos o resultado
desejado.

a Demonstre que, para todo inteiro n, se n® + 5 é impar, entdo n
é par.
Seja n € Z. Suponha que n nao é par, ou seja, existe k € Z tal
quen = 2k+1. Entdo n’+5 = (2k+1)+5 = 8k>+12k*+6k+1+5 =
8k + 12k? + 6k + 6 = 2(4k> + 6k? + 3k +3), ou seja, n> +5 ndo é
impar. Assim, por contrapositiva temos a conclusao desejada.

Prove a seguinte sentenca por contraposicao.

Seja x um namero inteiro. Se x% +x+1¢é par, entdo x € impar.
Suponha que x ndo é impar, ou seja, existe k € Z tal que n = 2k.
Entdox?+x+1=(2k)?+2k+1=4k*+2k+1=2(2k* +k) +1,
ou seja, x? + x + 1 nao é par. Assim, por contrapositiva temos a
conclusao desejada.

[Método de reducao ao absurdo]

Demonstre que a soma de um ndmero racional com um
numero irracional € um namero irracional.

a
E ed e R-Q.

Suponha que r + § ndo é irracional, ou seja, existem x,y € Z*

Sejar € Q, ou seja, existem a, b € Z* taisquer =

. x . a x

taisquer+d6=—. Entao - +d=—- =90 = - — —-. Umavez
b y y b

que a subtragdo de nimeros racionais € um niimero racional,

b==-- p nos levaria a concluir que § é racional (absurdo!).

Logo, a soma de um racional com um irracional € um irracional.

Demonstre que o niimero V2 é irracional.
Como todo ndamero racional nao-nulo pode ser escrito na

forma § com mdc(p, q) = 1, podemos supor que mdc(p, q) = 1.

2 2
Suponha que V2 = g Entéo (V2)% = (s) =2= % =p’=
24%, 0 que nos levaria a concluir que p é par. Ou seja, existe
k € Ztal que p = 2k. Dal, teriamos que p° = 4k? = 2¢* = ¢* =
2k*. Ou seja, g seria par. Isso nos leva a um absurdo, pois sig-
nifica que existe m € Z tal que 2m = mdc(p, q) = 1. Portanto,

V2 é irracional.

m Demonstre (por meio de contra-exemplos) que as seguintes

conjeturas sao falsas:

a) Todo inteiro positivo € soma dos quadrados de trés in-
teiros. Repare que

1=1240%+0?
2=1241%+0?
3=1%+1%+1%
4=224+0%+0%
5=2241%+07
6=2"+1*+12

Porém, 7 nao pode ser escrito desta forma.

b) Se n é um nimero inteiro e 4n é par, entdo n é par.
Repare que para qualquer n impar, 4n é par mas nao faz n
tornar-se par.

c) O produto de dois nimeros irracionais € um namero irra-
cional.
Pegando qualquer raiz quadrada nao-exata, como V2 por
exemplo, temos que V2V2 = 2 que sabemos que nio é ir-
racional.



[Método de inducao matematica]

m Considere P(n) como a proposicdo de que 12+ 2%+ ... +n? =

n(n+1)(2n+1)

S para todo namero inteiro positivo n.

1(1+1)(2-1+1)
6

b) Mostre que P(1) é verdadeira, completando completando
o passo base da demonstragao. P(1) é verdeira pois: 1 =

a) Qual é a proposicdo P(1)? P(1) : 12 =

1(2)(3)
6
¢) Qual é a hipotese indutiva?
Paran =k, temos P(k) : 1242%+.. .+k? = %‘(%*—1)

d) O que vocé precisa para demonstrar o passo de inducao?

Paran =k+1,entdo P(k+1) : 12+2%+ .. +k*+(k+1)% =
(k+1)(k+2)[2(k+1)+1]

6

e) Complete o passo de inducao.

Pela hipotese de indugao temos

Kk +D@k+D o
6

_k(k+1)(2k+1) | 6(k+1)>

- 6 T

_ (k+1)(2k? + k) + (6k +6)(k + 1)

+224+. . +k+(k+1)? =

6
_ (k+1)(2k* + 7k + 6)

6
_ (k+1)(k+2)(2k +3)

6
_ (k+1D)(k+2)[2(k+1)+1]
6

m Considere P(n) como a proposicdo de que 1> +23 +.. . +n® =

n(n+1)
(%

2
) para todo namero inteiro positivo n.

1(1+1))°
)

a) Qual é a proposicdo P(1)? P(1) : 1° = (

b) Mostre que P(1) é verdadeira, completando completando
o passo base da demonstracao. P(1) é verdeira pois: 1 =

1(2)\?
(%)

¢) Qual é a hipotese indutiva?

2
Paran=k,temosP(k) : 1° + 23 + ... + k% = (k(k2+ 1))

d) O que vocé precisa para demonstrar o passo de indugao?
Paran=k+1,entao P(k+1): 12 +2°+. . +k3+(k+1)% =
((k+ 1)(k+z))2

2

e) Complete o passo de inducio.

Pela hipétese de indugao temos

2
P+ 4+ +3+(k+1)3 = (@) +(k+1)°

- W+(k+l)(k+1)z
kA (k+1)%  (4k+4)(k +1)?
a 4 * 4

_ (K* + 4k + 4) (k + 1)?

4
_(k+2)%(k+1)?
=
_ ((k+1)(k+2))2

2

n(2n-1)(2n+1)

m Demonstre que 1%+3%+5%+. . .+(2n—1)% = 3

sempre que n for um nimero inteiro nao negativo.

1(2-1-1)(2-1+1)
3

Paran =1 temos 1% =

que é verdade.

Suponha que isso seja verdade para n = k, entao paran = k+1
temos

?+3%+... +(2k-1)>
k(2k — 1) (2k + 1)

+(2k+1)% = : + (2k + 1)
_ (2k? - k)(2k +1) N 3(2k +1)(2k +1)
_ (22 - k3+ 6k +3)(2k+1) ’
_ (2k? + 5k + 33)(2k +1)
_ Gk 1)(2k3+ 3)(2k + 1)
_ e+ 1)(2(k3+ D+1)(2(k+1)-1)

3

Portanto, a formula é verdadeira para todo n € N.

m Demonstre que 2° + 2! + 22 + ... 42" = 2" — 1 para todo
neN.

= 90+

Para n = 0 temos 2° — 1 que é verdade.

Suponha que isso seja verdade para n = k, entao paran = k+1
temos

Portanto, a formula é verdadeira para todo n € N.



m Mostre que 2 divide n® + n sempre que n for um niimero in-
teiro positivo.

Para n = 1 temos 1! + 1 = 2 é divisivel por 2.
Suponha que isso seja verdade para n = k, ou seja, que existe
p € Ztal que k% + k = 2p. Entdo, para n = k + 1 temos
(k+1)2+k+1=k*+2k+1+k+1
=k*+k+2k+2
=2p+2k+2

=2(p+k+1) (é divisivel por 2)

Portanto, a propriedade é verdadeira para todo n € N.

m Mostre que 5 divide n° — n sempre que n for um ndmero in-
teiro positivo.

Para n = 1temos 1° — 1 = 0 ¢ divisivel por 5.
Suponha que isso seja verdade para n = k, ou seja, que existe
p € Ztal que k> — k = 5p. Entao, para n = k + 1 temos

(k+1)°—(k+1) =k> +5k* + 10k® + 10k + 5k + 1 -k — 1

expansio do Binémio de Newton
=k — k +5k* + 10k> + 10k + 5k
= 5p + 5k* + 10k> + 10k? + 5k

=5(p + k2 + 2k> + 2k? + k)
(é divisivel por 5)

Portanto, a propriedade é verdadeira para todo n € N.
1 1 1 1
Demonstre que — + s +

— 4.t =
1-3 5.7 (2n-1)(2n+1)
sempre que n for um niimero inteiro ndo negativo.

2n+1
1 1
Paran=1temos — = ———
1-3 2-1+1
Suponha que isso seja verdade paran = k. Entao, paran = k+1
temos

que é verdade.

1 1 1
1-3 3-5 5-7
1 1 k 1

+...

T@k-1)(2k+1) T @k+1)(2k+3)  2k+1 " (2k+1)(2k+3)

_ k(2k+3)+1

T (2k+1)(2k +3)

_ 2kP+3k+1

T (2k+1)(2k +3)

_ Ck+1)(k+1)

T (2k+1)(2k +3)
k+1

2k+3
k+1

2(k+1)+1

Portanto, a propriedade é verdadeira para todo n € N.

m Mostre que 2" > n® se n for um nlimero inteiro maior que 4.

Para n = 5 temos 2° = 32,52 = 25. Como 32 > 25, o resultado
é verdadeiro para n = 5.

Suponha que, para k > 5, isso seja verdade para n = k, ou seja,
que 2 > k. Entéo, para n = k + 1 temos

2k = 2. 2k 5 2k% = K% + K2
> k2+5k =k*+ 4k +k
N—_——
poisk > 5
>k?+2k+1

= (k+1)*

Portanto, a propriedade é verdadeira para todo n € N.
a 0|, . ~
m Suponha que C = (0 b) € uma matriz em que a e b sdo

, . at o ,
nGmeros reais. Mostre que C" = (0 b") para todo niimero

inteiro positivo n.
a o

Paran =1, temos C! = (0 b1

) que é verdadeiro.

Suponha que isso seja verdade para n = k, ou seja, que C* =

& o ~
bE |- Entao, para n = k + 1 temos

0
k
k+l _ ko~ a 0 a 0
¢ =cC C_(o b")(o b)
a-a+0-0 a-0+0-b
0-a+b*.0 b -b+0-0

ak+1 0
0 bk+1

Portanto, a propriedade é verdadeira para todo n € N.

m A Torre de Hanoi € um jogo que consiste em um tabuleiro com
trés espigoes e uma cole¢do de n discos de tamanhos (raios)
diferentes. Os discos tém orificios perfurados em seus centros,
de modo a poderem adaptar-se aos espigoes no tabuleiro. Ini-
cialmente, todos os discos estao no primeiro espigao, dispostos
por tamanho (do maior, na base, para o menor, no topo).

O objetivo é transferir todos os discos para

outro espigdo com o menor namero possivel e

de movimentos. Cada movimento consiste -
em tirar o disco de cima de um dos espigoes

e coloca-lo em outro espigao, com a condigao A~

de nao se colocar um disco maior em cima de

um disco menor. A figura mostra como re-
solver o problema da Torre de Handi em trés 2
movimentos quando n = 2.

Prove: Para todo inteiro positivo n, o jogo da Torre de Hanoi
(com n discos) pode ser resolvido com 2" — 1 movimentos.

Para n = 1 temos um dnico disco que pode ser resolvido com
2! — 1 = 1 movimento.

Suponha que isso seja verdade para n = k, ou seja, que para k
discos podemos resolver com 2* — 1 movimentos. Entéo, para
n = k + 1 podemos comecar o jogo movendo os k primeiros
discos para um dos espigoes com 2° — 1 movimentos por nossa
hipotese de indugao. Apos isso, podemos mover o disco k + 1
para o espigao vazio com 1 movimento como vimos pela base
de indugéo. Feito isso, podemos agora trazer os k discos para
cima do disco k +1 com outros 2F — 1 movimentos, totalizando
assim2f —1+1+2k—1=2-2%—1=2%"_ 1 movimentos, o
que completa o passo de indugao como desejado.



