Discente: Antonio Melo ‘ '

Matricula: 251120642

Introducao a Métodos Computacionais em Equacoes Diferenciais Parciais
Lista de exercicios para a prova (parte de conhecimentos gerais)

Lista 1 - D: Seja x* o ponto fixo, isto é, x* = g(x*), e defina
e™ =|x, - x*|.
Como x,,; = g(x,) ex* = g(x*), pelo Teorema do Valor Médio existe {,, entre x,, e x* tal que
1Xps1 = x*| = |8(x,) — 8(x*)| = 18" (EA)l 1%, — x7].
Como |g'(x)| < k paratodo x € (a, b), obtemos
eV = |x, . - x| < k|x, - x*| = ke™.
Aplicando essa desigualdade repetidamente,

e < kemV < k2e(*2) < ... < ke,

e™ < k"e® |

Portanto,

Como 0 < k < 1, temos k" — 0. Logo,

0<e®™ < k"e® — o,

=)

x, — x*,

e, pelo teorema do confronto,

Assim,

ou seja, 0 processo iterativo converge para o ponto fixo.
Novamente pelo Teorema do Valor Médio, paran = 1,

[Xpt1 — Xn] = 18(x5) — 8(xp-1)| = k|xp — X5

Iterando,
|%ps1 — Xp| < klxp — x| < kzlxn—l = Xpp| = - S K%y — Xl

Logo, podemos estimar

%41 = %al < k"1 — %ol |

Escrevemos
Xm —Xp = (xm - xm—l) + (xm—l - xm—z) +oee t (xn+1 - xn)-

Pela desigualdade triangular,

m-1
|%p, = Xp| < Z %41 — ;.
j=n

Usando a estimativa anterior,
m-1

X — Xl = Y K |x; — xq).
jon

Colocando k" em evidéncia,

|xm _xnl = kn|x1 —x0| (]_ +k+ kZ 4 oeee + kM—n—l)-



Portanto,

m—-n-1
|%m — Xp| < k|2, — x| Y. k7|
r=0

Como j4 vimos, x,, — x*. Assim,
|Xm — X = [x* = x,] = e™.
Tomando o limite 2 — oo na desigualdade anterior e usando que 0 < k < 1, obtemos

o0
e™ < k"|x; — xo| Y K.
r=0

Como a série geométrica converge,

Rpro 1
r=0 1-k
Logo,
kn
(n)
el < X1 — Xo| |-
1 = ol

Essas desigualdades mostram néo s6 que o método do ponto fixo converge, mas também fornecem es-
timativas para o erro cometido ap6s 7 iteragoes conhecendo apenas x, € x; .

Lista 1 - H1: Considerando o processo iterativo nio-homogéneo
Xpiz — 5Xpep + 6%, = 4" + n? + 3.

A solugdo geral é x,, = M+ xs,” ), onde x{" é a solucdo da equacdo homogénea e xg,” ) 6 uma solucdo

particular.
A equacgdo homogénea associada é

Xpio2 — 5%, +6x, =0.
Procuramos solugées da forma x,, = . Substituindo, obtemos
r"t2 —5rmtl L 6r" = 0,
ou seja,
r*(r? —5r +6) =0.

Como r # 0, segue
r’—5r+6=0.
As raizes sdo
Tl = 2, r2 = 3.
Portanto,
xs;h) = Cl 2” + CZ 3”,

com(C,,C, e R
Como o termo ndo-homogéneo é
f(n)=4" +n?+3,

e 4 nio é raiz da equacgdo caracteristica, propomos
P = A4" + Bn® + Cn +D.

Substituindo na recorréncia, calculamos separadamente.
Para o termo A4",
A4™2 _ 5A4™! 4 6A4™ = A4"(16 — 20 + 6) = 2A4".



Como queremos que esse termo produza 4", temos
1
2A=1 = A= 2

Para o polinémio g(n) = Bn? + Cn + D, precisamos de
q(n +2)-5q(n +1) +6q(n) = n®>+3.

Calculando,
qn+2)=B(n+2)*+C(n+2)+D,
qgin+1)=B(n+1)?+C(n+1)+D.

Desenvolvendo e agrupando os coeficientes, obtemos
q(n+2)-5¢(n+1)+6q(n) =2Bn? + (—6B + 2C)n + (—B — 3C + 2D).

Igualando a n? + 3, vem
2B =1,
—6B +2C =0,
-B-3C+2D =3.

Da primeira equacéo,
1
B=-.
2
Da segunda,
1 3
—6-E+2C=0 = -3+2C=0 = CZE'
Da terceira,
1 3
———-3--+2D =3,
2 2
1 9
————+2D =3,
2 2
-5+2D =3,
2D =8,
D =4.
Assim,
1 1 3
P = — a2+ Sp+a

2 2 2
A solucdo geral do processo iterativo é

1 1 3
x,,=C12"+C23"+§4"+§n2+5n+4

com(C,,C, e R
Se forem dadas condicdes iniciais x, e x;, os valores de C; e C, podem ser determinados resolvendo o
sistema

1
CI+CZ+E+4=x0,

1 3
ZCI+SCZ+2+§+§+4=x1.

Lista 2 - B3: Usando Newton-Raphson, com f(x) = x® — 3 cuja raiz positiva é \75 em 6 iteragdes obtemos

Iteragao 1: x = 1.333333333333, f(x) = 2.619e+00
Iteragdo 2: x = 1.229763454861, f(x) = 4.588e-01
Iteracdo 3: x = 1.202574359818, f(x) = 2.463e-02



Iteragdo 4: x = 1.200942518723, f(x) = 8.339e-05
Iteragdo 5: x = 1.200936955240, f(x) = 9.658e-10
Iteragdo 6: x = 1.200936955176, f(x) = 0.000e+00

Raiz aproximada: 1.200936955176. Com 5 casas decimais: 1.20094.

Lista 2 — B5: A raiz aproximada é x ~ 1.072916131, ou, com 6 casas decimais, x = 1.072916.

Com os mesmos pontos iniciais usuais:

Newton-Raphson: x, = 1.0;

Secante: x, = 1.0, x; = 1.1;

Bissecdo: intervalo [1.0, 1.1],

obtemos

Newton-Raphson: x = 1.072916131, iteracoes = 4

Secante: x = 1.072916131, iteracoes = 6

Bissecao: x = 1.072916131, iteracoes = 30

Afastando um pouco o chute inicial para

Newton-Raphson: x, = 3.0;

Secante: x, = 0.2, x; = 3.1;

Bissecdo: intervalo [0.2, 3.1],

encontramos

Newton-Raphson: x = 1.072916131121, iteracoes = 7

Secante: x = 1.072916131121, iteracoes = 9

Bissecao: x = 1.072916131097, iteracoes = 35

ou seja, o método mais rdpido é o Newton-Raphson. A secante também converge rapidamente, mas fica
um pouco atris. A bissecdo é a mais lenta, pois sua convergéncia é linear.

Lista 2 -D1: Seja f(x) = 0 e suponha que temos um intervalo [a;, b;] tal que

fla)f(p;) <o0.
A reta secante pelos pontos (a;, f(a;)) e (b;, f(b;)) é
_fB)-fla)
y - fla) = o = o - a),

Fazendo y = 0, obtemos a nova aproximacao

U+ = a;f(b;) — b;f(a;)
F(b) - f(a)

ou, equivalentemente,
LD — f(a;)(b; — a;)

bofb) - fla)
Depois escolhe-se o novo intervalo mantendo a mudanca de sinal:
se f(a;)f(x**D) <0, @41 = a;, byyy = D,
caso contrédrio, a;,, = x*), b, = b,.
Assim, a raiz permanece sempre contida no intervalo [a;., b;,;].
Em cada iteracdo, toma-se a corda que une os pontos extremos do intervalo que contém a raiz. A nova

aproximacdo é a intersecdo dessa corda com o eixo x. A fronteira cujo valor de f tem o mesmo sinal que
f(x#+V) é substituida, de modo que a raiz continue “presa” entre os dois extremos.

Lista 2 - D2: Considere
) x
f(x) = sin(x) - >



A solugio ndo nula positiva estd no intervalo [1, 2], pois
f(1) =sin(1) - 0.5> 0, f(2) =sin(2) -1 <0.

A raiz positiva é
x* = 1.895494267033981.

Lista 2 — D3: Usando tolerancia 1078:

Erro por iteragao (escala log)

Método Iteragbes Aproximacdo
Newton-Raphson, x; = 2 4 1.8954942670
Secante, x, = 1, x; =2 6 1.8954942670 =
Posicgdo Falsa, [1, 2] 8 1.8954942670 &

o

Portanto, para este problema e estes chutes iniciais,
Newton-Raphson é o mais rdpido; depois a Secante; por tl-
timo a Posicdo Falsa.

o 2 4 6
iteracao n

A Posicdo Falsa garante o confinamento da raiz, mas em geral tem convergéncia linear.

Lista 3 - D1: Um programa em Julia ficaria algo como

using Printf, LinearAlgebra

function lu_pivoteada(A:: )
n = size(A, 1)
size(A, 2) == n || error( )
U = Float64. (copy(A))
L = {Float64}(I, n, n)
p = collect(1:n)

for k in 1:n-1
piv = k
maxabs = abs(U[k, k])
for i in k+1:n
if abs(U[i, k]) > maxabs
maxabs = abs(U[i, k]); piv = i

end
end
maxabs == 0 & error( )
if piv != k

ULk, :1, Ulpiv, :] = copy(U[piv, :]), copy(U[k, :])
p[k], p[piv] = p[piv], p[k]
if k> 1
L[k, 1:k-1], L[piv, 1:k-1] = copy(L[piv, 1:k-11), copy(L[k, 1:k-1])
end
end

for i in k+1:n
L[i, k] = U[i, k] / U[k, k]
U[i, k:n] .-= L[i, k] .* U[k, k:n]
end

end

any(abs. (diag(U)) .< eps()) && error( )
return L, U, p
end

function substituicao_direta(L:: , b:: )



length(b)
similar (b, Float64)
for i in 1:n
s = b[i]
for j in 1:i-1
s -= L[i, j] = y[J]
end
y[il = s / L[1, i]
end
return y

end

function substituicao_retroativa(U:: s b::
= length(b)
x = similar(b, Float64)
for i in n:-1:1
s = b[i]
for j in i+1:n
s -= U[i, j] = x[]]
end
abs(U[i, i]) < eps() && error("U singular na diagonal)
x[i] = s / U[i, i]
end
return x

=

end

function inversa_via_LU(A:: )
n = size(A, 1)
L, U, p = lu_pivoteada(A)

X = zeros(Float64, n, n)

e = zeros(Float64, n)

for i in 1:n
filll(e, 0.0)

e[i] = 1.0
b = e[p]
y = substituicao_direta(L, b)
x = substituicao_retroativa(U, y)
X[z, i] = x
end
return X
end
# o Teste -——————————-———-
n = 150
C = diagm(
0 => fill( 2.0, n), # diagonal principal

1 => fill(-1.0, n-1), # primeira super-diagonal
2 => fill(-1.0, n-2), # segunda super-diagonal
-1 = fill(-1.0, n-1), # primeira sub-diagonal
-2 = fill(-1.0, n-2), # segunda sub-diagonal

)

Cinv = inversa_via_LU(C) # inversa de C que queremos calcular
Id = {Float64}(I, n, n) # identidade

println("Matriz C:")
display(C); println()

println("Inversa calculada por LU:")
display(Cinv); println()

println("Verificacao: ||C # Cinv - I||_inf = ",
norm(C % Cinv - Id, Inf))
println("Comparacao com inv(C): ||Cinv - inv(C)||-inf =",

norm(Cinv - inv(C), Inf))



onde inv (C) éafuncdo inversa nativa do pacote LinearAlgebra usado para comparagéo apenas. Como
as matrizes sdo muito grandes para serem exibidas, deixamos apenas o resultado das tltimas linhas:
Verificagdo: ||C % Cinv - I||_inf = 5.551115123125783e-16
Comparagdo com inv(C): ||Cinv - inv(C)|]|-inf = 1.1657341758564144e-15
que mostram que a norma estd bem préxima de zero.

Lista 3 — F1: A matriz dos coeficientes é

2 1 3
Al@)=|4 6 8].
6 a 10

Calculando o determinante pela regra de Sarrus:

det A(a) = 2(60 — 8a) — 1(40 — 48) + 3(4a — 36).

Simplificando,
detA(a) = 120 - 16 + 8 + 12a — 108 = 20 — 4a.
Portanto,
detA(a) =0 < 20-4a=0 < a =5.
Assim:

* Se a # 5, entdo det A(a) # 0, e o sistema tem solucéo dnica.

¢ Se a = 5, o sistema pode ser inconsistente ou ter infinitas soluc¢des.

Verifiquemos o caso @ = 5. A matriz aumentada fica

21 3|1

4 6 8|5 |.

6 5 10|5
Fazendo LZ ‘_Lz _2L1 eL3 ‘_Ls _3L1:

1 3|1

0 4 2|3

0 2 1|2
Agoraly — Ly -3

21 3|1

0 4 23

00o0f1

Como 0 = % é impossivel, o sistema é inconsistente para o« = 5. Portanto, ¢ = 5 nédo produz solucéo
alguma.

Lista 3 - F2:

Na eliminacéo gaussiana sem pivoteamento, exige-se que todos os pivds sejam nédo nulos na ordem nat-
ural.

Passo 1. Pivd a;; = 2 # 0— OK para todo a.
Ap6s eliminar a primeira coluna:

Lz‘_Lz—le, L3 ‘_LG—SL]_,

obtém-se

o o
3}

| &~ =
w
=N W
N W =~



Passo 2. O segundo pivd € a,, = 4 # 0— OKpara todo a.
Apés eliminar a segunda coluna,

Ly — Ly - L,,
o elemento (3, 3) fica
@ a—-3 a-3 5b5-a
a3 =1—-——-2=1—-—— = ——.
2
Passo 3. Exige-se ag) # 0, isto é,
5-a
2 #0 < a+5.

Portanto, a eliminac¢éo gaussiana sem pivoteamento funciona paratodo a # 5. No caso @ = 5, o terceiro
pivd se anula e seria necessario pivoteamento (mas o sistema j4 é inconsistente, como visto).

Lista 3 - F3:
Como podemos pegar qual valor diferente de 5, escolhemos a@ = 1. Entdo

2 1 3 1
A=14 6 8], b=|5].
6 1 10 5
Como visto acima, os multiplicadores sdo
4_ 2 6 _ 3
my = 2= “ mg = 2=
Ap6s o primeiro passo,
2 1 3
uD=(0 4 2
0 -2 1
O segundo multiplicador é
-2 1
M=y =y
Ap6s o segundo passo,
2 1 3
U=|0 4 2
0 0 2
Assim,
1 0 O
L=|2 1 0
3 -3 1

Resolvendo Ly = b:
n=1,
2h+)%=5 = =3,
3/ —3)2+)¥=5=>3-3+y=5=>y=1

Entdo

<
1l
NIN W =

Resolvendo Ux = y:

4%, +2X3=3 > 4% + L =3 = x, = -,

2% + X +3x3=1 = 25— f+8 =12 2%, =1+ -8 =-38 5 5 -5



Portanto,

.= 33 1 - = 7
"1 YTy a”
Lista 3 - K1:
O processo é
2+ = 4 x(M) x© = q.
Por inducéo:
xM = Aq, x@ = A(Aa) = A?a, ) x™ = A"q,
Portanto,
Como {y, ..., vy} é base de autovetores de A, escrevemos
N
a=y cpl.
k=1

Aplicando A" e usando A" v, = AL v;:

N N N
x(n) =A"a=A" Z CrU = Z CkAnUk = Z Ckﬂ,]':vk-

k=1 k=1 k=1
Logo,
N
M = APcivy + ALcty + - + Afeyty = Y. APCrUg
k=1

Lista 3 - K2:
Suponha que A; seja dominante, isto é,

[A;] > Akl k#i.
Fatorando A}

x™ = A7

), n
c,-v,-+ch(/1—k) Ue| -

k+i i

Como [A;/A;]| < 1, todos os termos com k # i tendem a zero quando n — oo. Assim, para n > 1,
™ =~ Alcv;.
Em componentes,
x](") = Al'c;vy,
onde v;; € a j-ésima componente de v;.
Entdo, para qualquer componente j com c; v; #0,

(n+1) n+l
X A’i C; Uij

j
= =A..
x;") Afcivy; '
Portanto,
N i x(n+1)
Tl
j

Lista 3 -K3:
Em todos os casos abaixo usamos o método da poténcia com normalizacdo pela norma oo e critério de

parada
|/’L(n+1) _ /l(n)l < 10—10.



(a)

-1 2 2
A=|-1 -4 -=-2].
-3 9 7

Os autovalores sio A = 2, 1, —1. O dominante é

O método da poténcia converge para A, = 2.

(b)
-2 0 1
A=|-3 -2 0].
-2 5 4

Os autovalores sdo A = 3, —2, —1 (verificacdo numérica: traco = 0, determinante = 6). O dominante é

(c)
1 -2 -3
A=|1 -5 4
1 -5 4

Aqui aslinhas 2 e 3 sdo idénticas, entdo det A = 0 e 0 é autovalor. Calculando o polinémio caracteristico,
det(A — AI) = —A(A% + 44 +1).
Como L, — Ly = 0, posto(A) =< 2, logo 0 é autovalor. O traco é
rA=1-5+4=0,
e a soma dos autovalores é 0. O determinante de A é 0 (linhas LD). Os outros dois autovalores vém de
A+42+1=0 = A=-2+/3.

Portanto,
A~0, A~-2+13~-02679, A=~-2-+/3~-3.7321.

O dominante é

A, = —2-1/3~ -3.7321.

Lista 3 - K4:

Resolvendo (A — A;I)v = 0. Uma vez conhecido A,, o autovetor pode ser obtido pelo espaco nulo de
A — A, I (via eliminacio gaussiana ou SVD). Esse método é mais est4vel e é o recomendado quando se quer
vy, com alta preciséo, pois o método da poténcia fornece v; com precisdo limitada pela razdo |A,/1,].
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