Discente: Antonio Melo ‘ '

Matricula: 251120642

Introducao a Métodos Computacionais em Equacoes Diferenciais Parciais
(1%. PROVA - 26/10/26)

Questao-Al:

Equacao:
Yy +4y' +3y =1, y(0) =1, y'(0) =0.
Definimos
u,(¢) = y(o), uy(t) = y'(t).
Entdo

|
Uy = Uy,

u,=y"=-4y' -3y +1=-4u, - 3u; + 1.
w) [0 1)[u), [0
i -5 ()<
u(0)] _ |1
u,(0)) — \o)°

W =Au+b, A=(_03 _14), b=((1)), u(0)=((1)).

Logo, o sistema é

com condicdo inicial

Em notacdo vetorial,

Questdo — A2:
O método de Euler explicito é
u" ) = ¢\ 4 h (2, u™),

onde
f(t,u) =Au+ b.

Assim,
u™) = 3™ 4 b (Au™ + b) = (I + hA)u™ + hb.

Portanto, o processo iterativo matricial é
u™) = Mo, u™ + hb,
com

1 h 0
NRSOP LR R |

Questdo - A3:
O ponto fixo u* satisfaz

u* = Mgpu* + hb = (I — Mgg)u* = hb.

Como

0 —-h
I_Me"l’_(3h 4h)’



temos
—hu; =0,
3huj +4hu; = h.

Da primeira, u3 = 0 (pois & > 0). Da segunda, 3k u; = h, logo uj = . Portanto,

Esse é exatamente o ponto de equilibrio da EDO:

3y=l=y=4% y=o

Estabilidade
A estabilidade do ponto fixo é determinada pelos autovalores de M,,,. Calculamos

1-1 h

—_ _ _ _ 2
ah 1_an_gl=0-2-4h-2)+3K2

det(Meyg, — AI) =

Expandindo:
A2—(2-4hA+ (1 -4k +3K*) =0.

Os autovalores sdo

P (2 -4h) + /(2 - 4h)? - 4(1 - 4h + 3h?)
1,2 — .
: 2

Calculando o discriminante:
A =(2-4h)* - 4(1 —4h +3h?) = 4 — 16h + 16h? — 4 + 16h — 12h? = 4h>.

Portanto,

Assim,

Condicdo de estabilidade

O ponto fixo é assintoticamente estdvel se
Ml<1 e A <1,

Analisando:
[1-h|<1 < 0<h<2,

1-3h]<1 < 0<h<?Z

A condicdo mais restritiva é

2
0<h<§.

Para h = %, [15] = 1 (estabilidade marginal). Para h >
divergem, embora a solugdo exata da EDO convirja para y

%, [A;] > 1 e o método é instdvel: as iteradas

3"

Questdo - A4:
O método de Euler implicito é

ult*D =y 4+ b f (2,4, u™D).

Com f(t,u) =Au + b:
u ) = 4y 4 b (Au™D + b).



Isolando u™*V:

(I - hA)u™D = 4™ + hb,

ul™V = My, u®™ + (I — hA)hb,

com
My, = (I - BA)™.

Calculando:

I-ha=|1 7P det(I — hA) = (1)(1 + 4h) — (=h)(3h) = 1 + 4h + 3h2

“\sn 1+4n) € = = :
A inversa é
1 1+4h h
- -1 [ —
(= hA) 1+4h+3h2( -3h 1)'

Logo,

Mimp = T ah 302 | —30 1)

1 (1+4h h)

E o termo constante:

h h 1 h?
I-hA)‘hpb= ————— = —— .
( ) 1+4h+3h2(1) 1+4h+3h2(h)
Assim, o processo iterativo é
u(n+1) _ 1 1+4h h u(n) " 1 hz .
1+4h+3K2\| -3k 1 1+4h+3h2 | h

Ponto fixo (Euler implicito)

O ponto fixo satisfaz
* _ * -1 * _ -1
u* = Miyypyu* + (I — hA)""hb < (I — Miyp)u* = (I — hA)™" hb.
Mas, como My, = (I — hA)™", temos

(I = Myyp) = (I — RA)Y (U — BA) —I) = (I — hA)"'(-hA).

Logo,
(I - RA) Y(-hA)u* = (I - hA)"'hb = —hAu* = hb.
Como h > 0,
—Au* =b = Au* = -b.
Ou seja,

(5 2=

Da primeira equacdo, u = 0. Da segunda, —3u} = —1, logo u} = .. Portanto,

3
1
* _ |3
u (0)’

o0 mesmo ponto fixo do método explicito (e do equilibrio da EDO).




Estabilidade (Euler implicito)
Os autovalores de My, s@o os inversos dos autovalores de I — hA. Calculamos

det(I — hA - uI) = |1 H ~h

= - _ 2
3h  1+4h—p|= Q- WA +4h—p)+3h%

Expandindo:
p?—(2+4h)u+ (1+4h +3h%) =0.

Os autovalores de I — hA sdo

_ (2+4h) £ /(2 +4h)? - A(1 + 4h + 3h?)
1,2 — .
: 2

O discriminante:

A =(2+4h)* —4(1 + 4h + 3h?) = 4 + 16h + 16h? — 4 — 16h — 12h? = 4h>.

Logo,
2+4h +2h
o= =142k

Assim,

b =1+h, K =1+ 3h.
Os autovalores de My, = (I — hA)™ sdo

1 1
A= —, Ay = .
' 1+n 27 1+3hn

Paratodo h > 0,
0<; <1, 0<A,<1.

Portanto, o ponto fixo é assintoticamente estdvel para todo & > 0 e 0o método de Euler implicito é incondi-
cionalmente estdvel para este problema.

Questdo - B1:
Seja fi, = f(xi), x; = hk, e os operadores de diferengas

Avfi = frr — foo A_fi = fx — fia-

k6

Lembremos também que, atuando sobre exponenciais e**, os operadores correspondem a

A, —-e®—-1, A_o1-e%,

e que o operador derivada corresponde a kD « if. Equivalentemente, em termos do operador de desloca-
mento ¢, efy = f¢,1, temos
A, =e-1, A_=1-¢1

Queremos f'(x;) usando os pontos
Xi—2) Xi—1» Xi» Xjy1-
Por conveniéncia, transladamos a origem para x;: sejam
X —X;
t = o

f(x; + ht) = P(2),

comnés ¢t = —2,—1,0, 1. Queremos f'(x;) = %P'(O).
O polinémio interpolador de Lagrange é

1
P(t)= Y fuy &(0),

j=2



com
(E+ 1t —-1)  t(z+1)(¢-1)

SO T s
L+ -1) _ t(r+2)(t 1)
SO="none T 2
pny 2 EHDEEDE=D) (42 +1)(-1)
TS IG5 I 2 ’
_(@+2)e+ ) w(r+1)(2+2)
“O=Tmem T 6
Derivandoem ¢ = 0:
2,00 = — dt[t(tz - 1)]| = -2 -1)| =
2,(00) = % dt[t(tz +t- 2)]‘ = —(3t2 +2t — 2)|
b == [ +2)( - 1)]| =S e 1)|0 -1
2(0) = % —t[t(tz +3¢ +2)]| = é(?)tz +6t +2)|0 ==
0

Portanto,
PO) = ¢fiafin+ 3fi+ 3fimm
e, como f'(x;) = +P'(0),
F1) = 4 (fim2 = i+ i+ 5Fin).
Multiplicando por 6:

fllx) = o (ﬁ = 6fi1 +3fi + 2fi11).

Questdao - B2:
Temos, em termos do deslocamento &:

A, =e-1, A_=1-¢1,

Dasegunda, ¢! =1—-A_,logoe = (1 - A_)"!. Entdo

Portanto,

A
1-A_

00
A, = =SA+A+N + =Y N

Essa é a representacdo formal de A, em poténciasde A_.

Questdo-B3:

Queremos que @ represente hD, isto é, que atue sobre exponenciais como if. Com A, « e —1e
A_ —1-e" temos
D~ a(e’? -1)+ Z B;(1 - e 0y,
jz1
Queremos que isso seja igual a if para todo 8. Usando o item B2,

A=Y N,

j=1



temos

D=a)y N +) BN = Zl(a + BN
j=

j=1 j=1
Por outro lado, o operador 2D em termos de A_ é obtidode A_ =1 — e~hD, logo e’ =1-A_,e
N
-hD=In(1-A_) = hD=-In(1-A_)= Z 7
j=1

Portanto,

Igualando
. 1 .
Z(a + ﬁj)N_ = Z =N,
j=1 =1l
obtemos, paracadaj = 1,

1
— ﬂj=;—a, j=1,2,3,...

| -

Questdo - B4:
Agora queremos

N
P =al, +) BN +0O(V1).
j=1

ComoA, =& -1=0(h)eN =6(H),otermo aA, contribui em todas as ordens. Usando A, = Y= N,
. N - N Py Py
D=a) N+) BN =) (a+B)N.+a ) N.
izl j=1 j=1 >N

Otermoa ¥ .y N_ = 6(hV*!) somente se @ = 0; caso contrario, o erro é @(hN*1) com coeficiente a, o que
ainda é admissivel, mas para que a expansao coincida com hD até ordem N, precisamos que os coeficientes
deN ,j=1,...,N,sejam 1/j. Isso da

1
a+ﬂ]-=;, j=1,...,N.

Mas @ é um tnico parametro e hd N equacdes; para que o sistema seja consistente para todo N, a tinica

escolha é

De fato, se @ # 0, o termo aA, contém contribui¢des de todas as poténcias de A_, e ndo é possivel ajustar
B, ---» By para cancelar todas as ordens j < N simultaneamente, a menos que ¢ = 0. Com a = 0,

N A 1
D= Zﬁ]N—; ﬁ] =
j=1 J

e o erro é G(hN*!) (o primeiro termo omitido é AY*! /(N + 1) = 6(EN*Y)).

Questdo-B5: Com N =2ea =0,

1
D = BiA_+ 1A%, Bi=1 B,= 2

Assim,
1
hD =~ A_ + 5Az_.



Em termos de valores da fungio:

A—f;' = f; - f;'—l’
R fy = A(fi = fi1) = f; = 2fis + fiz
Logo,
”fﬂﬂz(ﬁ—ﬁ4r+§ﬁ—2ﬁ4+ﬁ4L
BIG) = S i = 2fim + 5 fic
Portanto,
70 = (S =2 + S fioa) = T P i

Essa é a conhecida férmula regressiva de 3 pontos, com erro @ (h?). Mas o enunciado pede & (h®). Para obter
O (h3) com N = 2, é necessdrio usar a # 0 e ajustar f3;, B, de modo que os coeficientes de A>. e A% coincidam
com1el/2, eotermo @A, seja usado para cancelar o erro de ordem k3.

Vamos refazer com @ # 0. Escrevemos

D = al, + BiA_ + B,AZ.
Usando A, = A_ + A2 + A3 +
D =(a+B)A_+(a+B)A% +ar® +
Para coincidir com hD = A_ + %AZ_ + %AP’_ + --- até ordem 2 (erro @(h*)), precisamos

1
a+ﬂ1=1, a+ﬂ2=§

O termo de ordem 3 é aA®, que é G(h3); para que o erro seja G(h3), basta que o coeficiente de A® seja
qualquer (ndo precisa coincidir com 1/3), pois jd é da ordem do erro permitido. Entdo h4 liberdade em a.
Escolhemos @ de modo a obter uma férmula com pontos a esquerda e um a direita. Por exemplo, tome
a= % (para que o coeficiente de A® coincida com 1/3, melhorando a constante):

1 2 1 1 1
h=l-3=3 FR=5-3=%
Entédo 1 5 1
D =N, +=A_+-A.
3 3 6
Em valores:
Afi=fin—F
Afi=fi—firvs
A fi = fi = 2fi1 + fia
Logo,
1 1
hf'(xi) = 3(far = i) + (ﬂ fir) + g (fi = 2fia + fia).
Agrupando:
1 1 2 1 2
Bf') = S+ (-5 + 3+ g )it (-2 = 3) i+ G

Calculando os coeficientes:

Portanto,

fi-z = 6fi1 +3fi + 2fin
6h )

) = 3 (shia=fia + i+ 3hin) =




Parte Computacional

Questao-Cl1:

Como jd mencionado na Questéo A, a matriz de iteracdo é

1 h
Mexp—I+hA—(_3h 1—4h)
cujos autovaloressdo A; =1 - h,A, =1 - 3h.
A condicdo de estabilidadeé|1-h|<1le|1-3h|<1 < 0< h <23 =0.6667.
Com a fungéo abaixo

function euler_sistema(h, T)
N = round(int, T/h)

ul = zeros(N+1); u2 = zeros(N+1)
uil1] = 1.0; u2[1] =
for n in 1:N
ul[n+1] = ui[n] + hxu2[n]
u2[n+1] = u2[n] + hx(1 - 3ui[n] - 4u2[n])
end
return O:h:T, ul, u
end
Euler explicito, h=0.05
Para N = 80, observamos que a solugdo parte de '’
y(0) = 1, decresce suavemente e converge para 0 s |
equilibrio
1 08 F
ym - g, = 07 F
sem oscilagGes visiveis. Isso € esperado: para h =~ |
0.05,
A =095 A, =0.85, oS

ambos em (0, 1), de modo que os dois modos decaem  °*|
monotonicamente. @~ b —oro oo

Questdo - C2:

Com diferentes nimeros de subintervalos



Euler, h=0.1 (N=40) Euler, h=0.4 (N=10)

09
08

07 F

y(t)
y(t)

0.6 F

05 F

Euler, h=0.5 (N=8) Euler, h=0.8 (N=5)

y(t)
y(t)

Subintervalos | A A, =1-h A, =1-3h | Comportamento

80 0.05 0.95 0.85 Convergéncia monot6nica suave

40 0.10 0.90 0.70 Convergéncia suave, muito préxima da exata
10 0.40 0.60 -0.20 Convergéncia com oscilacdo amortecida

8 0.50 0.50 -0.50 Oscilagdo visivel, ainda amortecida

5 0.80 0.20 -1.40 Instével: oscilagdes crescem

O que se observa é a manifestacdo numérica direta do critério de estabilidade 0 < h < % do Euler
explicito para este problema: passos pequenos reproduzem a solucédo suave; passos moderados (2/3 > h =
1/3) geram oscilagoes amortecidas por causa do autovalor negativo; passos grandes (7 > 2/3) produzem
divergéncia.

Questdo - C3: Aqui foi empregado o seguinte script com comparac¢do do erro em ¢t = 2.0 e geracdo do
grafico de ordem em escala log com ajuste por minimos quadrados (outros pacotes como CurveFit. jl
oulsqFit. j1 podem ser usados para simplificar como o fit do GNUPlot mas néo foram necessarios).

function estudo_ordem(tf=2.0)

hs = Float64[]
erros = Float64[]
razoes = Float64[]
erro_ant = NaN

@printf( s tf, yex(tf))
println(

for h in (0.1, 0.05, 0.025, 0.0125, 0.00625)
s ¥y — = euler_sistema(h, tf)
y_num = y[end]
err = abs(y_num - yex(tf))
Trazao = isnan(erro_ant) ? NaN : erro_ant/err

@rintf( » hy, y_num, err, razao)

push! (hs, h); push!(erros, err); push!(razoes, razao)



erro_ant = err
end

return hs, erros, razoes
end

hs, erros, razoes = estudo_ordem(2.0)

———————— Grafico do erro em escala log-log --------

Ajuste linear (minimos quadrados) de log(erro) vs log(h) para estimar a ordem
log. (hs)

log. (erros)

hcat(ones(length(x)), x)

= O
oo nnmun

p = plot(hs, erros,

xscale = :logl0@, yscale = :logil0,

marker = :circle, lw = 2,

xlabel = , ylabel = .
title = s
label = q

legend = :bottomright,

size = (808, 500))

Erro do Euler em t = 2.0 (log-log)

2|

onde a reta de referéncia @(h) : C * h com C escol-" |
hido para passar no primeiro ponto e a Ordem esti-
mada (ajuste log-log) encoontrada foi 1.010.

|erro em t

10727 107'® 1078 10712

Questdo - C3:
Como ja vimos, a férmula obtida nos itens 1 e 5 da Questio B (com & = %) é amesma:

fiz —6fi_1 +3fi +2fiy

"(x:) =
fx) -
com erro teérico @(h?). Para comparacio, incluimos também a variante do item 5 com & = 0 (regressiva de
3 pontos),
3fi—4fiatfie
"(x;) ~ 2 it T2
1) o
que tem erro @(h?). Tomando f(x) = ﬁ em x; = 3, o valor exato é
1
f'(3) = —= = 0.2886751345948129.

2¢/3

Dessa vez foi incluido CurveFit. j1 e CommonSolve. jl para calcular os coeficientes:

using CurveFit
using CommonSolve: solve
using Printf, Plots

£(x)
dfex(x)

sqrt(x)
1/(2%sqrt(x))

# Formula do item 1 / item 5 com alpha = 1/3 (4 pontos, 0(hA3))

10



dfa(f, xi, h) = (f(xi-2h) - 6f(xi-h) + 3f(xi) + 2f(xi+h)) / (6h)

# Formula do item 5 com alpha = @ (regressiva 3 pontos, 0(h*2))
df3reg(f, xi, h) = (3f(xi) - 4f(xi-h) + f(xi-2h)) / (2h)

xi = 3.0

exato = dfex(xi)

@printf("f'(3) exato = %.16f\n\n", exato)

hs = [0.1, 0.05, 0.025, 0.0125, 0.00625, 0.003125]

Float64[]
Float64[]

erros4
erros3

printin(" h dfa(h) |erro4| df3reg(h)
for h in hs

a4 = df4(f, xi, h)

a3 = df3reg(f, xi, h)

e4 = abs(a4 - exato)

e3 = abs(a3 - exato)

push!(erros4, e4); push!(erros3, e3)

@rintf("%.6e %.15f %.3e %.15f %.3e\n", h, a4, e4, a3, e3)

end

# Ajuste de lei de potencia erro ~ bxh*a via CurveFit.jl

sol4 = solve(CurveFitProblem(hs, erros4), PowerCurveFitAlgorithm())
sol3 = solve(CurveFitProblem(hs, erros3), PowerCurveFitAlgorithm())
b4, a4 = sol4.u

b3, a3 = sol3.u

@orintf("\nAjuste item 1/5 (alpha=1/3, 4 pontos): erro ~ %.3e % hA%.4f\n", b4, a4d)
@orintf("Ajuste item 5 (alpha=0, 3 pontos): erro ~ %.3e % hr%.4f\n", b3, a3)

# Grafico log-log com retas de referencia
p = plot(hs, erros4,
xscale = :logl0@, yscale = :logil0,

marker = :circle, lw = 2,

xlabel = "h", ylabel = "|erro em f'(3)|",

title = "Ordem das aproximacoes para f'(3), f(x)=sqrt(x)",
label = @sprintf("4 pontos (alpha=1/3), ajuste p=%.2f", a4),
legend = :bottomright,

size = (800, 500))

plot!(p, hs, erros3,
marker = :squate, lw = 2,
label = @sprintf ("3 pontos regressiva (alpha=0), ajuste p=%.2f", a3))

href = collect(range(minimum(hs), maximum(hs), length=200))
plot!(p, href, erros4[1] .* (href ./ hs[1]).43,

1s = :dash, color = :blue, lw = 1, label = "referencia 0(h*3)")
plot!(p, href, erros3[1] .* (href ./ hs[1]).A2,

1s = :dash, color = :red, 1w = 1, label = "referencia 0(h*2)")

f'(3) exato = 0.2886751345948129

h dfa(h) |erro4| df3reg(h)

1.000000e-01 0.28867338... 1.754e-06 0.28848997...
5.000000e-02 0.28867491... 2,208e-07 0.28862933...
2,500000e-02 0.28867510... 2,771e-08 0.28866371...
1.250000e-02 0.28867513... 3.466e-09 0.28867227...
6.250000e-03 0.28867513... 4.333e-10 0.28867442...
3.125000e-03 0.28867513... 5.417e-11 0.28867496...

Ajuste item 1/5 (alpha=1/3, 4 pontos): erro ~ 1.75e+00 % h*2,9999
Ajuste item 5 (alpha=0, 3 pontos): erro ~ 1.85e+00 % hA1.9998
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|erro3|™)

|erro3|

RNNR AR

.852e-04
.581e-05
.142e-05
.864e-06
.132e-07
.782e-07



¢ Item 1 eitem 5 (com a = }): sdo a mesma férmula e o ajuste CurveFit. jl confirma

erro = 1.75 h3%,

isto é, a ordem teérica @(h®) é recuperada numericamente. Quando % é reduzido pela metade, o erro
cai por um fator ~ 8 = 23,

¢ Item 5 (com a = 0): a variante regressiva de 3 pontos, embora também tenha sido derivadade N = 2,
tem apenas
erro ~ 1.85 h>%,

ou seja, ordem @ (h?). Reduzindo k pela metade, o erro cai por um fator =~ 4 = 22,

¢ Comparacdo: ambas usam N = 2 no truncamento do operador &, mas a escolha de @ muda a ordem.
Com a = 0s6 hd pontos a esquerda (férmula regressiva); com a = %, o ponto a direita “paga” a ordem
extra e aférmula de 4 pontos recupera &(h®). Esse é exatamente o papel do pardmetro & discutido no
item 4: a aproximacio @(h®) exige a # 0.

Ordem das aproximagdes para f'(3), f(x)=vx

O gréfico log-log evidencia as duas inclinactes (3 e2), .-
que ficam alinhadas com as retas de referéncia 6(h3)2 =
e ©(h?). Isso confirma numericamente tanto o resul- § -

tado analitico doitem 1 quantoodo item5com a = %,
e mostra que a variante com @ = 0 perde uma ordem.

@
g
o

—@— 4 pontos (a=1/3), ajuste p=0.00
£} 3 pontos regressiva (x=0), ajuste p=0.01
— ==~ referéncia O(h?)
referéncia O(h?)
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