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Prefacio

Objetivos e escopo. Este livro pretende ser um texto introdutdrio a algumas areas da matemaética
discreta que sdo de especial importancia para cursos de computacio, ao nivel de graduacio e de
mestrado.

Excluimos do escopo deste livro os fundamentos da matemética do continuo — cdlculo dife-
rencial e integral, equacdes diferenciais e integrais, algebra linear, e geometria analitica — pois
acreditamos que um bom curriculo, para os cursos de computacao, deve cobrir esses assuntos
através de vdrias disciplinas especificas, ainda nos primeiros anos de graduacdo. Pela mesma
razdo, excluimos cdlculo numérico, e limitamos nossa exposicdo de probabilidade e estatistica
aos conceitos fundamentais. Ainda pela mesma razao, evitamos completamente a area de algorit-
mos, computabilidade e complexidade, bem como assuntos especificos (e quase obrigatdrios) de
curriculos de computagdo, como programacao inteira, autdmatos e linguagens formais.

Na verdade, cada um dos capitulos deste livro poderia ser coberto por uma disciplina separada
do curriculo de computagdo. Este livro deve ser visto, em primeiro lugar, como um “ curso de
alfabetizacdo”, que procura ensinar as defini¢des e conceitos essenciais para comunicacao técnica
em teoria da computagdo.

Para atingir esse objetivo, tivemos que sacrificar a profundidade pela abrangéncia. Em um
livro ou artigo sobre um assunto especifico, € normal o autor escolher um conjunto de defini¢Ges
e notacdes, € usd-las consistentemente na obra toda, ignorando as outras escolhas possiveis. Mas
esta atitude ndo seria adequada para este livro. Assim, por exemplo, dedicamos um bom espaco
as multiplas defini¢des incompativeis de conceitos fundamentais, como “nimero natural” (inclui
ou ndo o zero?), “funcdo”, “grafo”, e muitas outras, e as variacdes de notacdo que os estudantes
podem vir a encontrar na literatura. S6 depois dessas discussdes € que adotamos uma defini¢do ou
notacdo especifica, para uso no resto do livro.

Por outro lado, ndo nos preocupamos em enunciar, muito menos provar, os teoremas que sao
considerados fundamentais dessas dreas — exceto a titulo de exemplo de uso dos conceitos. As-
sim, nosso tratamento de grafos (capitulo 13) ndo pretende substituir disciplinas de teoria dos
grafos, onde esses resultados devem ser cobertos em detalhe. Seu objetivo € apenas dar ao estu-
dante familiaridade com os conceitos e vocabuldrio da drea — para facilitar seu acompanhamento
dessas disciplinas, e para que ele consiga entender e usar a linguagem de grafos em outras dreas da
computacgdo. O mesmo vale para todos os outros capitulos.

Logica matematica. Professores das disciplinas dos cursos de computagdo, com contetdo tedrico,
frequentemente observam a grande dificuldade que seus alunos tem em formalizar seu raciocinio.
A raiz desse problema € a dificuldade que muitos alunos tem em perceber a diferenca entre uma
prova rigorosa e uma cole¢do de frases aleatérias e inconclusivas, mesmo que com vocabuldrio

11
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matematico, que termina com a conclusao esperada.

Acontece que essa ndo € uma habilidade nata. Seu apredizado requer, além de anos de pritica,
o conhecimento dos fundamentos da 16gica. Embora as demonstracdes que se encontram na litera-
tura (e que os professores esperam que os alunos produzam) quase nunca sao formais — sequéncias
de férmulas 16gicas, encadeadas por aplicacdes de regras de inferéncia — o que caracteriza uma
prova rigorosa € o fato de que ela pode ser formalizada. Assim, a l6gica é o esqueleto invisivel que
sustenta e caracteriza uma demonstracao valida.

Por esse motivo, optamos por iniciar nosso livro com uma exposicao da l6gica matematica, nas
suas duas formulagdes cldssicas — a teoria de conjuntos, por um lado, e a l6gica proposicional e
calculo de predicados, pelo outro. Estamos supondo que os leitores deste livro j4 tiveram contato
com o conceito de conjuntos, gragas a disciplinas anteriores; portanto ndo julgamos necessario
dedicar mais que algumas paginas a esse assunto. Os leitores interessados numa abordagem mais
profunda podem consultar por exemplo o livro de Halmos [6]. Por outro lado, acreditamos que
poucos leitores conhecem o cédlculo de proposicdes e predicados (apesar do uso de operagdes bo-
oleanas em programacao), € os conceitos de axiomas, teoremas, € demonstracdes formais. Por
essa razdo, dedicamos trés capitulos inteiros (3, 4 e 5) a esses topicos — sendo que o dltimo €
inteiramente dedicado a técnicas de prova por indugao.

Relacoes e funcoes. Outro topico ao qual resolvemos dedicar bastante espaco € o conceito de
relacdo. Relacdes sdo muito usadas em todas as areas tedricas e praticas da computacgdo, incluindo
autdmatos e circuitos 16gicos, estruturas e bancos de dados, redes e comunicacdes digitais, etc..

Figura 1: Debate académico sobre defini¢do de fungdes.
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Na literatura hd duas principais abordagens para este conceito. Segundo uma abordagem, uma
relacdo entre dois conjuntos € uma tripla (A, B, R) onde A e B sdo conjuntos, € R € um subconjunto
do produto cartesiano A X B. Na outra abordagem, uma relacdo entre A e B é apenas um sub-
conjunto de A X B. Esta diferen¢a tem inumeras repercussdes em conceitos derivados, e inclusive
na linguagem. Por exemplo, na primeira abordagem a relacdo tem um dominio “nominal” (A),
que € distinto de seu dominio “efetivo” (os elementos de A que aparecem no lado esquerdo de
pares de R). Na segunda abordagem, pelo contrdrio, existe apenas o dominio efetivo. A mesma
observacdo vale para o contra-dominio. Na primeira abordagem existem infinitas relacdes vazias
(com R = 0), enquanto que na segunda sO existe uma. Na primeira abordagem podemos dizer que
uma relagdo € sobrejetora ou bijetora, enquanto que na segunda temos que especificar os conjuntos
e dizer “sobrejetora em B” e “bijetora entre A e B”.

Cada abordagem tem suas vantagens e desvantagens. Constatamos inclusive que muitos livros
textos sdo inconsistentes neste ponto, e adotam ora uma defini¢ao, ora outra, conforme as con-
veniéncias do momento. Debatemos muito qual destas duas abordagens deveriamos adotar para os
capitulos seguintes (veja a figura 1.), e por fim resolvemos adotar a segunda (conjunto de pares,
sem dominio e contra-dominio).

Enfrentamos um dilema semelhante na secao sobre relacdes de ordem, pois para esse conceito
também ha varias escolhas incompativeis (ou mesmo ilégicas) de nomenclatura. Por exemplo, os
termos “ordem parcial” e “ordem total” ndo sdo mutuamente exclusivos (como se esperaria pelo
diciondrio), mas um inclui o outro. E “relacdo de ordem estrita” ndo € um caso particular de relacado
de ordem, mas um conceito praticamente disjunto (uma € reflexiva e a outra € irreflexiva). Além
disso, os termos “elemento minimo” e “elemento maximo™ sdo enganosos quando sdo aplicados
a relacdo “>” (ou a outras relagdes sobre nimeros que ndo “<”’). Mas ndo cabe a este livro pro-
por nomenclaturas mais consistentes; tudo o que podemos fazer € alertar o estudante para essas
armadilhas.

Somatdrias e produtorias. Dentro dos objetivos deste livro, nosso tratamento de somatérias e
produtdrias (capitulo 9) dd mais énfase a “linguagem” do que a resultados avangados da teoria.
Assim, tomamos cuidado de expor o leitor as varias convengdes da notacdo, € procuramos ensinar
as principais técnicas de manipula¢do de somatdrias (como troca de indices e mudanca de ordem
de soma). Por outro lado, também procuramos desenvolver a intui¢do dos estudantes, apontando
as analogias entre somatdrias e integrais (que eles supostamente conhecem de célculos diferenciais
e integrais anteriores).

Sequéncias e recorréncias. Procuramos seguir a mesma filosofia no capitulo 10, que trata de
sequéncias definidas por recorréncias. Além de apresentar a linguagem, enfatizamos a técnica geral
de resolugdo de recorréncias lineares homogéneas, que resolve muitos dos problemas encontrados
em computagdo.

Contagem. A andlise combinatéria € fundamental tanto para a andlise de algoritmos quanto para
inimeras areas praticas, e deveria merecer uma disciplina a parte. Neste livro nos limitamos a rever
os conceitos de permutagdes, arranjos € combinacdes, € o teorema da inclusdo e exclusdo. Embora
esses assuntos sejam oficialmente vistos no ensino fundamental e médio, consideramos oportuno
rever as defini¢Oes e formulas bésicas, especialmente a luz dos conceitos de inducao e recorréncias
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vistos nos capitulos anteriores. Uma vez que problemas de contagem raramente admitem férmulas
simples e exatas, consideramos oportuno também apresentar a formula de aproximacao de Stirling
para a funcao fatorial.

Cardinalidade de conjuntos infinitos. A rigor, a teoria das cardinalidades infinitas tem pouca
utilidade pratica em computacdo. Porém, a distingdo entre infinidades enumerdveis e ndo enu-
meraveis € relevante para a teoria da computacio. Por exemplo, a existéncia de fungdes ndo com-
putéveis decorre trivialmente da observacao de que o conjunto de fun¢des de N para N (que tem
a mesma cardinalidade que R) é maior que o conjunto de todos os algoritmos (que tem a mesma
cardinalidade que N). Além disso, o argumento de diagonaliza¢do usado para provar que R ndo é
enumeravel é usado, por exemplo, na demonstra¢ao do teorema de Turing.

Consideramos também que essa drea € um capitulo importante da histéria da matematica, e
portanto € “cultura geral” quase que obrigatdria para quem tem curso superior em ciéncia ou tec-
nologia. Por outro lado, esse assunto nem sempre € visto nas outras disciplinas de matematica dos
curriculos de computagdo. Por essas razdes, optamos por incluir um curto resumo desses conceitos
neste livro (capitulo 14).

Probabilidade. Optamos por incluir neste livio um capitulo sobre nogdes elementares de es-
tatistica e probabilidade pois constatamos que eles sdo essenciais para vdrias disciplinas tedricas e
aplicadas, como andlise de algoritmos, criptografia, redes e servicos distribuidos, sistemas operaci-
onais, compiladores, processamento de imagens, reconhecimento de padrdes, e processamento de
linguagens naturais. A teoria da probabilidade é também a fundac¢do da teoria da informagdo (in-
cluindo o conceito de bit!) e portanto para a andlise de sistemas de comunicag¢do, digitais ou ndo.
Além disso, a teoria da probabilidade € parte da evolucao da 16gica matemadtica, o passo seguinte
apds o desenvolvimento do cdlculo de predicados.
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Capitulo 1

Introducao a logica matematica

1.1 Como ter certeza?

Vocé escreveu um programa, ou inventou um algoritmo, para resolver um certo problema. Como
pode vocé se convencer que ele funciona? Como pode vocé€ convencer os outros que ele funciona?

Uma maneira de adquirir confianca sobre um algoritmo € testd-lo. Porém, para a maioria dos
algoritmos, € impossivel montar testes que verifiquem absolutamente todos os casos possiveis que
podem ocorrer durante sua execucdo. Muitos programadores podem citar exemplos de programas
que funcionaram perfeitamente em todos os testes, mas falharam imediatamente quando usados na
pratica.

1.2 A invencao da légica

Essa questdo — como ter certeza que nosso raciocinio € correto, € como transmitir aos outros essa
certeza — foi estudada pelos gregos séculos antes de Cristo. Eles observaram que uma maneira
de conseguir esse tipo de certeza, e para passar essa certeza a outras pessoas, ¢ comegar por um
conjunto de axiomas, fatos simples que todos concordam que sdo verdade; e desenvolver um ra-
ciocinio a partir desses axiomas, usando regras de inferéncia, maneiras de raciocinar que todos
concordam que sdo véalidas. Com isso eles inventaram a [dgica, que eles consideravam um ramo
da retdrica, a arte de discursar e convencer pessoas.

O filésofo grego Aristoteles (384-322 A.C.), em particular, estudou os chamados silogismos,
raciocinios em que, partindo de duas premissas cuja verdade € aceita, obtém-se uma conclusao
nova que € necessariamente verdadeira. Por exemplo, se acreditamos nas premissas “todos os
homens sdo mortais” e “Socrates € um homem”, entdo temos que acreditar também que “Socrates
€ mortal.”. Ou entdo, se acreditamos que “nenhum mamifero tem penas”, € que “morcegos sao
mamiferos”, entdao temos que acreditar que “morcegos nao tem penas’.

1.3 Euclides e demonstracoes geométricas

Enquanto isso, os arquitetos e engenheiros gregos tinham preocupagdes semelhantes em relagcao
aos “algoritmos geométricos” — constru¢des com régua e compasso — que eles usavam em seus
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projetos. Por exemplo, a receita da figura 1.1 supostamente constréi um pentidgono com todos 0s
lados e angulos iguais.

O
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C

Figura 1.1: Constru¢ao de um pentagono regular.

Como podemos ter certeza de que essa construgdo realmente faz isso? Podemos efetud-la numa
folha de papel e medir os dngulos; mas tanto os passos da construcdo quanto a medida final tem
sempre pequenos erros, € portanto esse teste ndo vai dizer se a constru¢ao é matematicamente
correta ou apenas aproximada. Se as diferencgas entre os angulos sdo despreziveis no papel, serd
que serdo despreziveis quando esse algoritmo for usado na construcio de um anfiteatro?

O primeiro a descrever um sistema l6gico completo para a geometria da €poca foi o gedOmetra
grego Euclides (que viveu por volta do século III antes de Cristo), no seu livro Elementos de
Geometria |9]. Euclides comecou enumerando dez axiomas sobre conceitos geométricos (pontos,
retas, circulos, distancias, angulos), como por exemplo

e Por dois pontos distintos do plano passa uma tinica reta.
e Qualquer segmento de reta pode ser prolongado indefinidamente nos dois sentidos.
e FE possivel contruir um circulo com quaisquer centro e raio dados.

e Todos os dngulos retos sdo iguais.

Em seguida Euclides mostrou centenas de outras afirmacdes (feoremas) que decorrem desses
axiomas, como por exemplo

o Se um triangulo tem os trés lados iguais, ele tem os trés angulos iguais.
e Duas retas que sdo perpendiculares a uma terceira sdo paralelas entre si.

o Num triangulo retangulo, o quadrado do maior lado é a soma dos quadrados dos outros
dois lados.
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Muitos desses teoremas sdo afirmacdes de que certas construcdes geométricas, como a da fi-
gura 1.1, produzem o resultado desejado. Principalmente, para cada teorema, ele também escreveu
uma prova ou demonstrag¢do — uma sequéncia de passos logicos que, comecando com 0s axiomas
e teoremas ja provados, convence qualquer leitor de que o novo teorema € verdadeiro.

1.4 Algebra

A 16gica de Euclides e outros filosofos gregos foi extensamente usada por mais de dois mil anos.
Entretanto, por muitos séculos o hdbito de provar as afirmag¢des foi limitado apenas a geometria.
Embora os gregos conhecessem muitas propriedades de nimeros (por exemplo, os conceitos de
divisor comum e nimero primo), para demonstrar tais propriedades eles geralmente convertiam
0s nimeros em comprimentos de retas, e usavam a linguagem da geometria. Esse € o caso, por
exemplo, do algoritmo de Euclides para calcular o mdximo divisor comum de dois nimeros — que
€ considerado por muitos 0 mais antigo algoritmo ndo trivial. Na descri¢do original de Euclides, o
problema € dividir dois segmentos de reta dados em partes iguais e de maior tamanho possivel.

Na iddde média, entretanto, o matemadtico arabe Al-Khowarizmi inventou a dlgebra, outra
maneira de provar afirmacdes sobre nimeros € convencer pessoas de que uma dada sequéncia de
operacdes aritméticas alcanca o resultado desejado. Na dlgebra, os nimeros sdo representados
abstratamente por letras, e as operacdes ou afirmagdes sobre esses nimeros sdo indicadas com
simbolos como ‘+’ ou ‘>’. A dlgebra também fornece algumas férmulas, como A+ B= B +Ae
AX(B+C) = (AXB)+(AXxC), que representam afirmagdes que sdo sempre verdadeiras, quaiquer
que sejam os nimeros que vierem a substituir as varidveis. A dlgebra também fornece certas regras
fundamentais que permitem transformar uma férmula em outra férmula equivalente, ou combinar
formulas corretas para produzir novas férmulas corretas. Por exemplo, se sabemos que A > B e
B > C podemos concluir com certeza que A > C.

1.5 Aslinguagens da logica matematica

Como resultado desse desenvolvimento histdrico, dispomos hoje de dois principais sistemas de
notacgdo, ou linguagens formais, para expressar raciocinios 16gicos de maneira matematicamente
clara, sucinta, e, principalmente, livre de ambiguidades. Estas linguagens sdo a teoria de conjuntos
e o cdlculo de predicados.

A logica classica somente lida com afirmagdes que sdo verdadeiras ou falsas. Essa carac-
teristica praticamente restringe o uso da logica para afirma¢des matematicas. Mas no século 16 e
17 matemdticos comegaram a estudar o cdlculo de chances em jogos de azar (dados, roletas, loteria,
etc.). No inico do século 20 estas investigacdes haviam evoluido para a teoria da probabilidade,
que permite expressar nosso grau de confianga a respeito de afirmagdes incertas, € raciocinar com
precisao sobre elas; e para a estatistica, um conjunto de técnicas para analisar dados experimentais
que supostamente confirmam ou refutam tais afirmacdes.

Em meados do século XX, motivada pela expansao do radio, telefone e outros meios eletronicos
de comunicagdo, a teoria da probabilidade por sua vez deu origem a feoria da informacdo, que
permite determinar, por exemplo, a capacidade real de canais de comunicacdo na presenca de
disturbios aleatdrios no sinal recebido. Finalmente, com o surgimento do computador digital, sur-
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giram disciplinas matemadticas especificas para raciocinar precisamente com programas e estruturas
de dados, incluindo andlise de algoritmos, teoria da computabilidade e complexidade de funcoes,

criptografia digital, e muitas outras.



Capitulo 2

Teoria dos Conjuntos

Acreditamos que o leitor ja teve contato com os conceitos basicos da teoria dos conjuntos,
como elemento, unido, intersec¢do, etc.. Nesta se¢cdo vamos revisar esses conceitos.

Embora seja possivel desenvolver a teoria de conjuntos de maneira axiomadtica, como foi feito
por Georg Cantor (1845-1918) e Ernest Zermelo (1871-1953), a abordagem informal apresentada
¢ suficiente para nossos propositos.

Um conjunto € um conceito primitivo, que informalmente pode ser entendido como uma
cole¢do ndo ordenada de entidades distintas, chamadas de elementos do conjunto.

Dizemos que um elemento x pertence a um conjunto A se x € um elemento de A. Denotamos
este fato por x € A. Para denotar que x ndo pertence a A, ou seja, que x nao € um elemento do
conjunto A, escrevemos x ¢ A.

Se x pertence a um conjunto A, diz-se também que A fem (ou possui) x, € escreve-se A 3 x. A
negacdo desta afirmagdo (A ndo tem ou ndo possui x) € denotada por A # x. Nao é correto dizer
que A “contém” x, pois este termo € usado em matemadtica com um sentido bem diferente (veja a
secdo 2.4)

19



20 CAPITULO 2. TEORIA DOS CONJUNTOS

2.1 Especificando conjuntos

Podemos especificar um conjunto de diversas formas. Se um conjunto tem poucos elementos,
podemos listd-los, um a um, em qualquer ordem, entre chaves ‘{}’. Por exemplo, o conjunto cujos
elementos sdo os nimeros inteiros 2, 3 e 5 pode ser escrito {2, 3,5}. Assim, por exemplo, temos
que 3 € {2,3,5}, mas 4 ¢ {2,3,5}.

Outra maneira de especificar um conjunto € através das propriedades de seus elementos. Para
tanto, usamos a nota¢do {a : P(a) }, onde a é uma varidvel arbitrdria ¢ P(a) uma afirmac¢ido ma-
tematica que depende do valor de a. Por exemplo,

{a : a € um nimero inteiroe —5<a <5}

¢ outra maneira de definir o conjunto {—4, -3,-2,-1,0, +1,+2, +3, +4}.
Existem alguns conjuntos de nimeros que sdo muito usados em matematica, € tem notacdes
convencionais bem estabelecidas:

e 0 conjunto dos niimeros inteiros Z,

e 0 conjunto dos nimeros naturaisN = {x: xe€Zex >0},

e 0 conjunto dos niimeros racionais Q = { g ca,beZeb+0 } e
e o conjunto dos niimeros reais R.

Exercicio 2.1: Escreva explicitamente os elementos dos seguintes conjuntos:

1. A:{x:xEZex2—2x+1£0}.
2. A={x:x€Z,2<x<20exéprimo}.

3. A={x:x€Rex2—2x:O}.

2.1.1 Definicoes circulares e contraditorias

A defini¢do de um conjunto pode usar outros conjuntos, como por exemplo “seja X o conjunto
de todos os elementos que estdo no conjunto Y mas ndo no conjunto Z”. Porém, deve-se tomar
cuidado para evitar defini¢des circulares, que podem nao ter sentido. Um exemplo cldssico € a
definicdo “seja X o conjunto de todos os elementos que ndo pertencem a X. Esta “definicdo” ndo
faz sentido pois diz que um elemento que estd em X ndo estd em X, e vice-versa.

Este contra-exemplo teve um papel muito importante no desenvolvimento da teoria de con-
juntos. Ele é conhecido pelo nome Paradoxo de Russel, por ter sido observado pelo matematico
inglés Bertrand Russel (1872—-1970). Ele é conhecido também como Paradoxo do Barbeiro, pois
foi exemplificado com uma anedota em que o barbeiro de um quartel recebeu a ordem de fazer a
barba de todos os que ndo fizessem sua propria barba, e apenas esses — deixando o barbeiro na
duvida sobre o que ele deveria fazer com a sua.

Por outro lado, hé defini¢des circulares de conjuntos que sao perfeitamente validas. Por exem-
plo, considere o conjunto de inteiros X que possui o inteiro 1, ndo possui o inteiro 0, possui x + 2
e x — 2 qualquer que seja o elemento x de X. Pode-se verificar que o Gnico conjunto X com estas
propriedades € o conjunto dos inteiros impares. Para entender porque esta definicao € valida vamos
precisar do conceito de indu¢ao matematica, que sera visto no capitulo 5.
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2.2 Igualdade de conjuntos

Por defini¢do, um conjunto A ¢é igual a um conjunto B se, e somente se, todo elemento de A é
elemento de B, e todo elemento de B € elemento de A. Esta condi¢do, denotada por A = B,
significa que A, B sa0 0 mesmo conjunto.

Dito de outra forma, dois conjuntos A e B sao diferentes (A # B) se, € somente se, existe um
elemento de A que ndo pertence a B, ou um elemento de B que ndo pertence a A.

Observe que, como os conjuntos ndo sao ordenados, o conjunto {1, 2,3} € igual ao conjunto
{3,2,1}.

2.3 Conjunto vazio

E possivel definir conjuntos sem elementos. Dizemos que tal conjunto € vazio. Por exemplo,
considere o conjunto A = {x:x € Rex=x+1}. Todos os conjuntos vazios sdo iguais; ou seja
existe um Unico conjunto vazio, que é geralmente denotado por 0.

2.4 Relacao de inclusao

Sejam A e B dois conjuntos. Dizemos que A € um subconjunto de B se, e somente se, todo elemento
de A é um elemento de B. Neste caso, dizemos também que A estd contido em B, ou que B contém
A. Denotamos esta condi¢cdo por A € Bou B 2 A.

Se existe um elemento de A que ndo pertence a B, entdo A ndo € subconjunto de B, e escrevemos
A ¢ B. De acordo com esta defini¢do, todo conjunto esta contido em si préprio e contém o conjunto
vazio; ou seja, A € A e ) C A, para qualquer conjunto A.

Se A € Bmas A # B, dizemos que A € um sub-conjunto prdprio de B, que denotamos por
A Cc Bou B D A. Analogamente, A ¢ B significa que A ndo é um subconjunto proprio de B.

2.5 Cardinalidade

Informalmente, dizemos que um conjunto A € finito se ele tem um ndmero finito n € N de ele-
mentos. Este nimero € a cardinalidade de A, denotada por |A| ou #A. Observe que |A| = 0 se e
somente se A = (.
Dizemos que um conjunto € infinito se ele nao € finito. Os conjuntos N, Z, Q, e R sdo infinitos.
Conjuntos infinitos ndo podem ter seus elementos listados explicitamente. Informalmente, é
comum usar ‘...’ nesses casos, por exemplo

e N={0,1,2,...}
e Z={...,-3,-2,-1,0,+1,+2,+3,.. .}

Entretanto, esta notacdo deve ser evitada pois pode ser ambigua. Por exemplo, o que é o conjunto
{2,3,5,7,.. )7
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2.6 Operacoes com conjuntos

Para os proximos conceitos sejam A e B dois conjuntos.

2.6.1 Uniao e intersecao

A unido de A e B, denotada por AU B, € o conjunto de todos os elementos que estdo em pelo menos
um dos conjuntos, A ou B.

Exemplo 2.1: Se A = {1,2,3} e B={2,3,4,5}entaio AU B ={1,2,3,4,5}.

A intersec¢do de A e B, denotada por A N B, € o conjunto de todos os elementos que estdo em
ambos os conjuntos, A e B.

Exemplo 2.2: Se A = {1,2,3} e B={2,3,4,5} entaio AN B = {2, 3}.

Se AN B = () dizemos que os conjuntos A e B sdo disjuntos.

2.6.2 Diferenca, universo, e complemento

A diferenca de A e B é o conjunto de todos os elementos de A que ndo estdo em B. Este conjunto

€ também chamado A menos B, ou o complemento de B em A, e é denotado por A — Bou A \ B.
Em certos casos, é conveniente supor que todos os elementos de todos os conjuntos que nos

interessam pertencem a um conjunto universal ou universo, que denotaremos por U. Se A € o

conjunto universo U, entdo U — B é chamado o complemento de B e denotado por B ou B.
Observe que se AC Bentio AUB=B, ANB=AeBCA.

Exercicio 2.2: Dé exemplosem que (AUB)-B=Ae(AUB)—B# A

Exercicio 2.3: SejamU={neN:0<n<9},A=1{1,2,3,4},
B= {xeR:(x— D(x=3)3 =0}eC: {n € N : néimpar}. Calcule:

1. AUB.

2. An(BUO).

3. C-A.

4. A cardinalidade de A, de Be de C.
5. AucC.

Exercicio 2.4: Sejam A e B dois conjuntos finitos quaisquer. Encontre uma férmula matematica
que relaciona |A|, |B], |AN Bl e |A U B.

2.6.3 Diferenca simétrica

Outra operagado entre conjuntos € a diferenca simétrica, denotada por A ® B ou A A B, que consiste
de todos os elementos que estdo em exatamente em um dos dois conjuntos. Isto €,

AAB=(A\B)U(B\A) 2.1)

Exercicio 2.5: Se A A B = A o que se pode dizer dos conjuntos A e B?
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2.6.4 Diagrama de Venn

A figura 2.1 mostra uma representagdo grafica das operacdes de conjuntos:

>

A\ B B\ A

s
®

AAB A€

Figura 2.1: Opera¢des com conjuntos.

Esta representacdo grafica para conjuntos € chamada de diagrama de Venn, por ter sido introduzida
pelo matemadtico inglés John Venn (1834-1923).

2.6.5 Propriedades das operacoes com conjuntos
A seguir listaremos algumas propriedades que sdo satisfeitas pelas operacdes com conjuntos.
o Comutatividade:

- AUB=BUA.
- ANB=BNA.

e Associatividade:

~AUBUC)=(AUB)UC.
—_ANBNC)=ANB)NC.
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e Distributividade:

~AUBNC)=(AUB)N(AUCQ).
—ANBUC)=(ANB)UMANCO).

e Idempoténcia:

- AUA = A.
- ANA=A.

e Leis de De Morgan:

Il
2>

- AUB

N
U

ool

- ANB=A

Estas leis levam o nome do matematico inglés Augustus de Morgan (1806—1871), mas eram
conhecidas desde a Antiguidade.

e Propriedades do complemento:

~A=A
- AUA=1U.
- ANA=0.
-U=0
-0=1U.

e Propriedades do conjunto universal:

-—AUU=1U.
-ANU=A.

e Propriedades do conjunto vazio:

- AU0D=A.
-ANO=0.
Exercicio 2.6: Usando diagramas de Venn, verifique que a diferenca simétrica também é uma

operacgdo associativa e comutativa; isto é, que AAB=BAAe(AAB)AC =A A (BAC), para
quaiquer conjuntos A, Be C.
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2.7 Conjuntos de conjuntos
Conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos. Por exemplo, o conjunto
A =1{0,{2,3},{2,4},{2,4,7}}

€ um conjunto com quatro elementos. Se B € o conjunto {2, 3}, temos que B é elemento de A
(B € A), mas B ndo é sub-conjunto de A (B £ A). Note que 0 é elemento de A e também
subconjunto de A, enquanto que {2} ndo é nem uma coisa nem outra.

Em particular, o conjunto A = {0} ndo é vazio, pois ele tem um elemento — o conjunto vazio.
Observe que |A| = 1, enquanto que |@] = 0.

2.8 Conjunto poténcia

O conjunto de todos os subconjuntos de um conjunto A é chamado de conjunto poténcia de A, e
denotado por P(A).
Exemplo 2.3: Se A = {1,2,3} entdo P(A) = {0, {1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.

Observe que se A = () entdo P(A) = {0}, e se A = {0} entdo P(A) = {0, {0}}.
Se A é um conjunto finito, entdo [P(A)| = 2!, Este fato serd demonstrado no capitulo 5. Por
esta razdo, muitos autores denotam o conjunto poténcia de A por 24.

Exercicio 2.7: Se A e B sdo dois conjuntos com o mesmo conjunto poténcia, podemos concluir
que A = B?

2.9 Particao

Seja A um conjunto, € P um conjunto cujos elementos sao sub-conjuntos de A (isto €, P C P(A)).
Dizemos que P é uma partigdo de A se os elementos de P sdo ndo vazios, disjuntos dois a dois, €
a unido de todos os elementos de P € A. Nesse caso, cada elemento de P é também chamado de
uma parte ou bloco da parti¢ao.

Exemplo 2.4: Se A = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}, o conjunto
P ={{1,2,5,6,7},{3},{4,8, 10}, {9}}
é uma particado de A.

Observe que, para qualquer conjunto A, o conjunto {A} € sempre uma particdo de A. Além
disso, se B € qualquer subconjunto préprio e nio vazio de A (0 € B C A), entdo o conjunto
{B,A \ B} também € uma particdo de A.

O conjunto vazio tem apenas uma particdo, que € o préprio conjunto vazio (sem nenhuma
parte).

Exercicio 2.8: Quais dos conjuntos abaixo sdo parti¢des do conjunto Z dos nimeros inteiros?

a) {P,I} onde P é o conjunto dos pares e I é o conjunto dos impares.
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b) {Z*,Z"} onde Z* é o conjunto dos inteiros positivos, € Z~ é o conjunto dos inteiros negativos.
¢) {Ro,R1,R>} onde, parai = {0, 1,2}, R; € o conjunto dos inteiros que tem resto i na divisao por
3.

d) {A,B,C} onde A é o conjunto dos inteiros menores que —100, B é o conjunto dos inteiros
com valor absoluto menor ou igual a 100, e C € o conjunto dos inteiros maiores que 100.

e) {Po,P1,Ps,..., Py}, onde P é o conjunto de todos os inteiros cujo quadrado termina com o
algarismo k. (Por exemplo, Pg = {4,—4,6,-6,14,...}.)

f) {{0}} U{Py:keN}, onde P, é o conjunto de todos os inteiros cujo valor absoluto estd entre
2 (inclusive) e 2K*! (exclusive).

2.10 Produto cartesiano

Indicamos por (a, b) um par ordenado de elementos, no qual a € o primeiro elemento e b é o
segundo elemento. Um par ordenado ndo deve ser confundido com um conjunto de dois elementos,
pois a ordem € importante (por exemplo, o par (10,20) € diferente do par (20, 10)) e os dois
elementos podem ser iguais (como por exemplo no par (10, 10)). Dois pares ordenados (a, b) e
(c,d) sdo iguais (sdo 0 mesmo par) se, € somente se,a =ce b =d.

2.10.1 Produto cartesiano de dois conjuntos

Sejam A e B dois conjuntos. O produto cartesiano, denotado por A X B, é o conjunto de todos os
pares ordenados (a, b) coma € A e b € B. Como os pares sdo ordenados, temos que AX B # BX A
(exceto quando A = Bou A =0 ou B = 0).

Exercicio 2.9: Quanto elementos tem o conjunto A X B se o conjunto A tem m elementos, € 0
conjunto B tem n?

2.10.2 Produto cartesiano de varios conjuntos

Definimos uma énupla ordenada, ou simplesmente énupla, como sendo uma sequéncia finita de m
elementos (xi, Xz, . . ., X,,). (Sequéncias finitas sdo definidas formalmente na secdo 8.12.) Observe
que, como em um par ordenado, a ordem dos elementos € importante, € pode haver repeti¢oes.
Assim, por exemplo, as (10, 20, 20), (10, 10, 20) e (20, 10, 20) sdo trés énuplas diferentes.

Uma énupla com dois elementos pode ser considerada um par ordenado, e é geralmente cha-
mada por esse nome. Para m > 3 usam-se os nomes tripla, quddrupla, quintupla, séxtupla,
séptupla, octupla, etc.. Nao ha um nome especial consagrado quando m = 1. Na escrita usam-se
também as notacdes 2-upla, 3-upla, etc., e m-upla quando m é genérico.

Em particular, uma 1-upla € uma sequéncia (a,;) com apenas um elemento. Note que a 1-upla
(10) ndo é a mesma coisa que o inteiro 10. H4 uma tnica 0-upla, a énupla vazia, denotada por ().

O produto cartesiano de m conjuntos Ay, A,,...,A,, denotado por A} X Ay X --- X A,,, é 0
conjunto das m-uplas (ay, a, ..., a,),coma; € A;parai =1,2,...,m.
Se todos os conjuntos Ay, A,,..., A, sdo o mesmo conjunto A, o produto é denotado por A™.

Por exemplo, se A = {10, 20, 30},
A® ={(10, 10, 10), (10, 10, 20), (10, 10, 30), (10, 20, 10), ... ., (30, 30, 30)}



2.11. EXERCICIOS 27

e A! é o conjunto das 1-uplas {(10), (20), (30)}. Para qualquer conjunto A, A° é o conjunto {()} que
sO tem a €nupla vazia.

2.11 Exercicios

Exercicio 2.10: Seja R, o conjunto dos nimeros reais. Considere os seguintes subconjuntos de R:

e (a,b) =
L] [a’b] =

{x:a< x<b} (intervalo aberto);
{x:a<x<b} (intervalo fechado);

e (a,b] ={x:a< x<b} (intervalo fechado a direita),

e [a,b) ={x:a< x<b} (intervalo fechado a esquerda),
o (—oo,a)={x:x<a},

o (—v,al={x:x<a},

e (a,0)={x:a<x},

e [a,00)={x:a<x},

e (—00,00) =R,
Encontre

1. [1,3]1Nn(2,4).

2. (=00,2)N[-1,0].

3. (-00,2) N [-1,3].

4. [0,10] U [1,11].

5. (0,00) N (=00, 1).

6. [-3,0] U (0,3].

7. (0,5].

Exercicio 2.11: Diagramas de Venn podem ser usados para trés ou mais conjuntos. Um diagrama
de Venn para trés conjuntos A, B e C, por exemplo, precisa dividir o plano em 8 regides, corres-
pondendo a todas as possiveis relacdes (pertence ou nao pertence) entre um elemento e esses trés
conjuntos. Desenhe tal diagrama e use-o para mostrar as seguintes férmulas:

1. AnBNC.
2. AUBUC.
3. AUB)-C.
4. A-B)U(B-C)U(C-A).
Exercicio 2.12: Use diagramas de Venn para verificar as seguintes identidades:
I.A-(ANnB)=A-B.
2. AUBNC)=AUBINAUCQ).
3. AUB)-C=A-C)u(B-0C).
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4. AUB-C)=(AUB)—-(C-A).

Exercicio 2.13: Sejam A, B e C trés conjuntos finitos quaiquer. Encontre uma férmula matematica
para |A U BU C|em funcao de |A|, |B|, |C, |ANB|,|IANC|,|BNClelAnBNC|.
Exercicio 2.14: Quais dos conjuntos abaixo sdo parti¢des do conjunto R dos niimeros reais?

a) {R*,{0},R7}, onde R* é o conjunto dos nimeros reais positivos e R~ é o conjunto dos
nuimeros reais negativos.

b) {I,Q} onde I é o conjunto dos nimeros irracionais e Q é o conjunto dos nimeros racionais.

c) {[k,k+1]:keZ}.
d) {kk+1):keZ}.
e) {(k,k+1]:keZ}
f) {x+n:neN}:xel0,1)}.



Capitulo 3

Logica matematica

3.1 Légica proposicional

3.1.1 Proposicoes e valores logicos

Uma proposigdo é uma sentenga declarativa que ou € verdadeira ou € falsa. Exemplos:

1. O morcego é um mamifero.

29
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2. Rio de Janeiro é a capital do Brasil.

3. Hd 36 macacos no zoologico de Londres.

4. A taxa de juros do Banco Central vai subir amanhd.
5. O trilionésimo algarismo decimal de w é 7.

Observe que ndo € necessdrio que saibamos se a sentenga € verdadeira ou falsa. Este fato pode
depender de informagdes que ndo temos no momento (como no exemplo 3 acima), de eventos que
ainda ndo aconteceram (como no exemplo 4), ou de cdlculos que ndo temos recursos para realizar
(como no exemplo 5).

Como exemplos de frases que ndo sao proposi¢des, podemos citar

1. frases interrogativas, como “O que é isto?”,
2. frases imperativas, como “Leia com cuidado”,
3. certas sentencas auto referentes, como “Esta frase € falsa”.

Uma sentenga declarativa que depende de varidveis pode ser considerada uma proposi¢do em
um contexto onde as varidveis tem valor determinado. Por exemplo, a sentenca “x é menor que 3”
isoladamente ndo € uma proposi¢do. Porém, uma vez que o valor de x for definido, ela se torna
uma proposi¢do. Este ponto serd tratado com mais detalhe na secao 3.6.

Dizemos que o valor logico ou valor-verdade de uma proposicdo € verdadeiro se ela for ver-
dadeira, e falso caso contrario.

3.1.2 Conectivos logicos e proposicoes compostas

€699 ¢ 99 ¢ 99 ¢

Todas as linguas naturais possuem conectivos logicos, como “e”, “ou”, “ndo”, “se ... entdo”, que
permitem combinar proposi¢des simples para formar proposi¢cdes mais complexas. Por exemplo,

1. [Brasilia é a capital do Brasil,] e [Montevidéu é a capital da Argentinal.
2. [Brasilia é a capital do Brasil,] ou [Montevidéu é a capital da Argentinal.
3. Se |a taxa de juros cair amanhd), entdo |a infla¢do vai aumentar neste més).

4. Ndo [haverd sessdo da meia-noite hoje neste cinemal.

Uma proposicao que ndo pode ser decomposta em proposicdes menores ligadas por conectivos
16gicos € dita uma proposigdo simples ou atomica. Nos exemplos acima, os colchetes “[]” indicam
as proposicdes simples.

O valor 16gico (verdadeiro ou falso) de uma proposi¢do deste tipo depende do valor 16gico das
proposi¢des simples que a compdem, e da maneira como elas sdo combinadas pelos conectivos.
Assim, se sabemos que a proposi¢ao “Brasilia é a capital do Brasil” é verdadeira, e “Montevidéu
€ a capital da Argentina” é falsa, podemos concluir que a proposicdo 1 acima € falsa, mas a
proposicao 2 € verdadeira.
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3.1.3 Notacao para calculo proposicional

A logica proposicional, ou cdlculo proposicional, € um formalismo que nos permite determinar o
valor l6gico de proposi¢des compostas, se soubermos os valores 16gicos das proposi¢cdes simples
que a compoem.

A linguagem natural € frequentemente ambigua, e os conetivos l6gicos podem ter significados
diferentes em sentengas diferentes. Para eliminar essa fonte de confusio, € vantajoso traduzir as
proposicdes para uma notagdo algébrica, cuja interpretacao seja precisamente definida.

Neste livro, representaremos as proposi¢des por letras minusculas (p, g, 1, ...). Podemos en-
tender estas letras como varidveis que podem ter apenas um de dois valores possiveis, V (represen-
tando o valor 16gico verdadeiro) ou F (falso). Os conectivos 16gicos serdo representados por sinais
algébricos especiais (operadores) aplicados a essas varidveis. Os mais importantes sdo:

e conjuncgdo: p A g, significando “p e q”.

e disjuncdo: p V g, significando “p ou q”.

e negagdo: —p, significando “ndo p”.

e implicacdo: p — q, significando “se p, entdo q”.

e equivaléncia: p < g, significando “p se, e somente se, q”.

Nas proximas sec¢Oes, vamos explicar em detalhes estes operadores 16gicos, e definir outros
operadores menos usados.

3.1.4 Operador de conjuncao

Se p, g sao duas proposicoes, entdo “p e g também € uma proposi¢ao, chamada conjungdo de p
e g. Denotaremos essa proposi¢ao por p A g. Por defini¢cdo, o valor 16gico de p A g € verdadeiro
se p e g sdo ambos verdadeiros. Se qualquer uma das duas proposi¢des for falsa, ou ambas forem
falsas, o valor de p A g é falso. Podemos resumir esta defini¢do por uma tabela, a rabela-verdade
do operador A:

gl
S IR S IR S
g >

Exemplo 3.1: A frase “José compra tijolos e vende casas” é uma conjunc¢ao de duas proposicdes
atdmicas, “(José compra tijolos) A (José vende casas).”

CC_ 9

Note que a palavra “e” em portugués tem varios sentidos, € nem todos correspondem a conjung¢ao
l6gica. Por exemplo a frase “Maria gosta de arroz e feijao” ndo significa “Maria gosta de arroz
e Maria gosta de feijao” (uma conjuncdo de duas proposi¢des), mas sim “Maria gosta de arroz
misturado com feijao” (uma proposicao atdomica).
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3.1.5 Operador de disjuncao

Se p, g s@o duas proposigdes, entdo “p ou ¢ também € uma proposicao, chamada de disjungdo de
p € q. Denotaremos essa proposi¢do por p V g. Por defini¢do, o valor 16gico de p V g é verdadeiro
se pelo menos uma das duas proposicdes for verdadeira. Se ambas forem falsas, o valorde p v g é
falso. A tabela-verdade do operador Vv é

mag g gc<

=SS B G HE G RN
S IR LS IR S

Exemplo 3.2: A frase “O cliente tem celular ou laptop” é uma disjuncdo de duas proposicoes
atomicas, “(O cliente tem celular) Vv (O cliente tem laptop)”.

Este conectivo € também chamado de “ou inclusivo”, pois permite que as duas frases sejam
verdadeiras. A frase do exemplo acima € verdadeira se o cliente tem apenas celular, apenas laptop,
ou celular e laptop.

3.1.6 Operador de negacao

A partir de uma proposic¢io p, podemos formar uma nova proposi¢do com o valor 16gico oposto ao
de p. Essa nova proposicio é chamada a negagdo de p e denotada por —p. A tabela-verdade desse
operador €:

-p
F
A\

ESEE RS

Em portugués, a negacio pode ser expressa de varias formas, por exemplo acrescentando a
palavra “nao” antes do verbo ou dizendo que “ndo € verdade que ...”.

113

Exemplo 3.3: A frase “A casa € de qualquer cor menos branca.” é uma negacio,
branca).”

—(A casa é

Exercicio 3.1: Uma proposicdo composta € vidvel ou possivel se existe uma atribui¢do de valores
verdades para as varidveis da proposicao que a torna verdadeira. Verifique quais das proposicdes
abaixo sdo vidveis.

a) (pvgV-rNAPV-agV-as)AN(pV-rVas)A(=pV gV -as)A(pVgyV-s).

b) (=pV-gVr)ACEpVgVas)A(PV gV as)A(—pVarVas)A(pVgV-r)A(pV -rV-s).

c) (pvVgVr)A(PV gV -as)AN@V-arVS)AEpVIrVSIA(pPpVgY as)A(pV gV -r)A
(=pV gV s)A(=pV-arV-s).
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3.1.7 Operador de implicacao

Sejam p, g duas proposicdes. A proposi¢ao “se p entdo g, que denotaremos por p — ¢, € chamada
de implicacdo ou condicional. O valor 16gico de p — ¢ € falso apenas se p for verdadeiro e g for
falso. Nos demais casos, o valor de p — ¢ € verdadeiro. A tabela-verdade desse conectivo €
portanto:

pPl1g9|pP—49
V|V \Y%
VI|F F
F|V \Y
F | F \Y

Note que em ldgica, este conectivo ndo pressupde uma relagdo causal entre p e g. Por exemplo a

sentenca “se 2 € par entdo Brasilia € a capital do Brasil” é verdadeira apesar de nao haver nenhuma
relacdo conhecida entre os dois fatos. Uma outra nota¢do usada para este operador € p = q.

Exemplo 3.4: A frase “se José foi para casa, ele perdeu a reunido” contém uma implicagdo: “(José
foi para casa) — (José perdeu a reunido).”

A implicac@o € um dos mais importantes conectivos da l6gica e da matemdtica. Muitos teore-
mas em matematica estdo na forma de implicac¢Ges: se determinada afirmacio p (a hipdtese, pre-
missa, ou antecedente) € verdadeira, entdo outra afirmacao g (a tese, conclusdo ou consequéncia)
também € verdadeira.

Em portugués, a implicacio pode ser expressa de muitas outras formas:

e se p entdo g.

quando p, temos g.

caso p, vale q.

q segue de p.

p implica g.
® gsep.
e g sempre que p.

Em matemdtica, as seguintes expressdes também sdo muito usadas para indicar a implicacio
P—=q

e p é condicdo suficiente para q.
e p somente se g.
e Uma condicao suficiente para g € p.

e p é uma condicdo mais forte que g.
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Dizemos que a implicacdo g — p € a reciproca de p — q. Observe que que ha casos em que
p — q é verdadeira, mas sua reciproca ¢ — p € falsa; e vice-versa (vide exercicio 3.7).

A proposicao (-p) — (—g) € chamada de inversa de p — ¢g. Observe que hd casos em que
p — q é verdadeira, mas sua inversa € falsa; e vice-versa (vide exercicio 3.8).

Dizemos também que proposi¢do (~g) — (—p) € a contrapositiva de p — q. Pode-se verificar
que contrapositiva tem sempre o mesmo valor 16gico que a proposi¢do p — g, quaisquer que sejam
os valores l6gicos de p e de g (vide exercicio 3.9).

Em vista deste resultado, a implicacdo p — ¢ € frequentemente enunciada na forma contrapo-
sitiva:

e se ndo ¢, entdao ndo p.

e se ¢ ndo vale, entdo p ndo vale.

e quando g é falsa, p também ¢ falsa.
e ndo ¢ implica ndo p.

® ndo p se nao q.

e p é falsa sempre que qg € falsa.

e ¢ é mais fraco que p.

e ¢ é condi¢do necessdria para p.

e Uma condi¢do necessdria para p € q.

Exercicio 3.2: Encontre:

a) A contrapositiva de - p — gq.

b) A reciproca de —-q — p.

¢) A inversa da reciproca de ¢ — —p.
d) A negacdode p — —gq.

e) A reciproca de —pV gq.

3.1.8 Operador de equivaléncia

Se p, g sdo duas proposicdes, a proposicdo “p se, e somente se, g~ € chamada de equivaléncia ou
bicondicional de p e g. Denotaremos essa proposicio por p < g. O valor l6gico de p < g é
verdadeiro quando p e g tem o mesmo valor 16gico, e falso caso contrdrio. A tabela-verdade deste
conectivo é

Pl1g9|pPeg
V|V \Y%
VI|F F
F|V F
F | F \Y
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Exemplo 3.5: A frase “a encomenda serd enviada se, e somente se, o cheque tiver fundo” afirma
uma equivaléncia l6gica: “[a encomenda serd enviada] < [o cheque tem fundo].”

Outros simbolos usados para este operador sdo p © ¢, p=q,e p =q.
O conectivo 16gico “se e somente se” também € muito usado em matemadtica, € pode ser ex-
presso de vdrias outras maneiras; como, por exemplo:

e p é condicdo necessdria e suficiente para q.
e as condic¢des p e g sdo equivalentes.

e se p entdo g, € se g entdo p.

e pimplica g, e vice-versa.

Alguns autores usam a abreviagdo “p sse ¢’ (com dois “s”) para significar “p se e somente se

3.1.9 Operador de disjuncao exclusiva

Se p, g sdo duas proposi¢des, denotamos por p @ g a proposi¢do “ou p ou g, mas ndo ambos.” Este
conectivo é chamado de disjungdo exclusiva de p e g. O valor 16gico de p @ ¢ € verdadeiro se p e
q tem valores 16gicos opostos, ou seja, exatamente um deles € verdadeiro. A tabela-verdade desse
conectivo é

Pla|p®q
V| V| F
V|F| V
F|V| V
F|F| F

E importante observar que, em portugués, o conectivo “ou” pode significar tanto a disjungdo
inclusiva (V) quanto a disjuncio exclusiva (®). Por exemplo, na frase “o original foi enviado pelo
correio, ou [0 original foi enviado] pelo malote,” entende-se que o “ou’ é exclusivo, pois o original
nao pode ter sido enviado pelos dois meios. Por outro lado, na frase “a bateria estd descarregada
ou o tanque estd vazio” o “ou” deve ser entendido como inclusivo, pois nada impede que as duas
condicdes sejam verdadeiras. A interpretacdo correta geralmente depende do contexto, e em alguns
casos pode ser impossivel determinar qual dos dois sentidos € o que o autor da frase pretendia.

3.1.10 Precedéncia dos operadores logicos

Em uma proposi¢do que usa dois ou mais operadores 16gicos, como p V g A r, a ordem em que eles
devem ser aplicados € muito importante. Podemos sempre usar parénteses para indicar a ordem
correta, por exemplo (p V g) Arou p V (g A r). Observe que estas duas proposi¢des podem ter
valores 16gicos diferentes, para certas proposicoes p, g, € r.

Assim como na algebra, é ttil estabelecer regras de precedéncia entre operadores, que determi-
nam uma ordem convencional de aplicacio mesmo na auséncia de parénteses, como na proposi¢ao
pVgAr.

A tabela a seguir estabelece as precedéncias tradicionais dos operadores 16gicos.
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Operador | Precedéncia
= 1
A 2
V,® 3
-, 4

Assim, por exemplo, a proposi¢ao =p A g — r @ s A u deve ser entendida como ((—p) A g) —
(re(sAv)

Para memorizar as prioridades relativas de A e V, basta lembrar que A (“e”), na dlgebra de
Boole, era representado por multiplica¢do; enquanto que V (“ou”) era representado por uma soma
modificada. Assim, a proposicdo p V g A r, por analogia com x + y X z, deve ser entendida como
pV(gAr)endocomo (pVqg) Ar.

Em matematica, diz-se que uma operacio * é associativa se (x * y) % z € igual a x x (y x 2),
quaisquer que sejam x, y, € z. Nesse caso, podemos omitir os parénteses dessas duas férmulas, e
escrever simplesmente x x y x z. A soma e a multiplicacdo de nimeros reais, por exemplo, sdo
operagdes associativas; enquanto que a subtracdo nao é.

Dentre os conectivos 16gicos que vimos até agora, V, A, @ e < sdo associativos. Portanto,
podemos escrever pV gV r,pAgAr,oup®g®r,oup — g — r,semrisco de ambiguidade. Por
outro lado, a férmula p — g — r é ambigua, pois (p — ¢g) — r ndo é equivalente a p — (¢ — r).
(Veja exercicios 3.4 e 3.5.)

E tradicional considerar @ como tendo menos prioridade que A. (Em parte, isso se deve ao uso
de “+” para denotar @ em certas dreas da matemadtica.) Por outro lado, ndo hd uma tradicdo forte
para interpretar combinacdes de & com V, como p @ q V r.

Alguns autores usam a convengdo de que férmulas com dois ou mais operadores nao associ-
ativos de mesma prioridade, como p — g — r, devem ser avaliadas da esquerda para a direita;
ou seja (p — g) — r. Note que esta conven¢do também € usada em dlgebra: a formula x —y — z
deve ser entendida como (x — y) — z, € ndo como x — (y — z). A mesma regra poderia ser usada
para interpretar p @ g V r. Mas, por via das duvidas, é aconselhdvel usar parénteses nesses casos.
O mesmo vale para — em relacdo a <, como p — g <> r. Para evitar equivocos, é aconselhdvel
sempre usar parénteses.

Exercicio 3.3: Um grupo de pessoas estd tentando planejar um passeio turistico. Porém:

Alice s6 vai se Bento também for;
Bento néo vai se Carlos e Eunice forem;
Carlos, Dudu e Eunice conhecem o lugar, entdo um deles tem que ir;

Dudu s6 vai se ou Carlos, ou Alice ou ambos forem;

AR

Carlos ndo pode ir se nem Alice nem Bento forem.

E possivel realizar esse passeio? Em caso afirmativo, quais composicdes sao vidveis?

Exercicio 3.4: Construa as tabelas-verdade das férmulas (p — ¢) —» re p — (¢ — r). Elas sdo
equivalentes?

Exercicio 3.5: Construa as tabelas-verdade das férmulas (p < q) & re p & (¢ < r). Elas sdo
equivalentes?
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3.2 Afirmacoes auto-referentes

J4 mencionamos que a afirmacdes que referem a si mesmas, como “esta sentenca € falsa”, ndo sdo
proposig¢des 16gicas. Tais afirmacdes, relacionadas com o Paradoxo do Barbeiro, sempre foram um
problema para a l6gica matemadtica, que ndo tem maneiras satisfatorias de lidar com elas.

Este problema surge mesmo quando hd vdrias afirmacdes que se referenciam entre si. Por
exemplo, na frase “a sentenca seguinte € falsa, e a sentenca anterior € verdadeira”, embora possa
ser analisada como uma conjuncio p A g, ndo é uma afirmacdo légica porque p € uma afirmacao
sobre ¢ e vice-versa. Um exemplo mais elaborado € o seguinte

Exemplo 3.6: Considere uma lista de 100 proposicdes, po, pi, ..., P99, onde cada proposicao p,
diz “exatamente n das proposicdes desta lista sdo falsas.”

Exercicio 3.6:
Sejam p e g as proposicdes “a eleicdo foi decidida™ e “os votos foram contados”, respectivamente.
Expresse cada uma das proposi¢des compostas a seguir como uma sentenga em portugués.

a) -p

b) =pAg

¢) =g — —p

d) =gV (=pAq)

Exercicio 3.7: Demonstre, pelas tabelas-verdade, que ha casos em que p — ¢ € verdadeira, mas
sua reciproca ¢ — p ¢ falsa; e vice-versa.

Exercicio 3.8: Demonstre, pelas tabelas-verdade, que ha casos em que p — ¢ é verdadeira, mas
sua inversa (—p) — (—q)

Exercicio 3.9: Demonstre, pelas tabelas-verdade, que a proposicdo p — ¢ e sua contrapositiva
(=q) — (—p) tem sempre o mesmo valor l6gico, quaisquer que sejam os valores ldgicos de p e de

q.
Exercicio 3.10: Prove que a inversa de uma implicagdo p — ¢ € a contrapositiva da reciproca.
Exercicio 3.11: Prove que a inversa de uma implicagdo p — ¢ é a reciproca da sua contrapositiva.

Exercicio 3.12: Considere que p, —q e r sdo proposicoOes verdadeiras. Verifique quais das afirmacoes
sdo verdadeiras.

a) p—gq.

b) g — p.

c) p—(qVvr).

d) peg

e) peor.
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) (pvag — p.
g (pAg —q.

Exercicio 3.13: Um conectivo muito importante para projeto de circuitos l6gicos é o operador
ndo-e ou (nand), que denotaremos por A, definido por p A ¢ = —=(p A g). De maneira andloga
temos o operador ndo-ou ou (nor), denotado por V, e definido por p V ¢ = =(p V g). Construa as
tabelas-verdade dos operadores A e V.

Exercicio 3.14: Encontre férmulas envolvendo os conectivos A, V e — para as varidveis x e y da
tabela-verdade abaixo:

gl
=S S BRI
< | < 4=
SRR Sl ST

Exercicio 3.15: Construa a tabela-verdade de cada uma das proposicoes:

a) (pAq) = (pVa).
b) (p = ¢q) = (g — p).
¢) (g = -p)e(peqg).
d (pegepe ).
e) (P®q) — (p&—q).

3.3 Manipulacao légica de proposicoes

O objetivo da l6gica proposicional € identificar as dedugdes e transformacdes de proposi¢des com-
postas cuja validade independe da natureza das suas proposi¢des atdbmicas, e dos valores 16gicos
destas.

Por exemplo, veremos mais adiante que qualquer proposi¢cdo composta da forma p A (p A q)
pode ser substituida por p A g; pois, qualquer que sejam as proposi¢des p e g, os valores 16gicos
de p A(p A gq)e p A g sdo sempre iguais. Nesta secao, veremos as principais regras deste tipo.

3.3.1 Tautologias e contradicoes

Uma rautologia é uma proposi¢ao composta que € sempre verdadeira, quaisquer que sejam 0s
valores 16gicos das proposicdes simples que a compdem. Ou seja, uma proposi¢io composta
¢ uma tautologia se e somente se a coluna de resultado de sua tabela-verdade contém somente
valores légicos verdadeiros (V).

Por exemplo, a proposi¢ao p V (—p) tem a seguinte tabela-verdade:
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p|-p|pV(=p)
V| F \Y
V| F A%
F|V \Y
F|V \Y

Podemos concluir entdao que a proposi¢dao p V (—-p) € uma tautologia. Observe que a veracidade
de uma tautologia é uma propriedade de sua forma, e € independente dos significados de suas
proposicoes simples. A tautologia mais simples € V.

Uma contradi¢do € uma proposi¢ao composta que € sempre falsa, quaisquer que sejam os valo-
res l6gicos das suas proposicdes atdmicas. Portanto, uma proposicao composta € uma contradi¢do
se, e somente se, sua tabela-verdade contém somente F na sua coluna final. E facil ver que a
proposi¢do p A (—p) é uma contradi¢ao.

Em particular, a negacdao de uma tautologia € sempre uma contradi¢do, € a negacdo de uma
contradicdo € uma tautologia. A contradi¢do mais simples € F.

Exercicio 3.16: Construa as tabelas-verdade das proposi¢des abaixo, e determine se elas sdo tau-
tologias, contradi¢des, ou nem uma nem outra.

a) (pA—q)—>(qV-p).
b) —p —p.

¢) —p © p.

d) (pA-p)—p.

e) (pA-p)—q.

f) (pA=g) o (p—q.
g) (poq) &(g® p)).

Exercicio 3.17: Construa as tabelas-verdade das proposi¢des abaixo, ¢ determine se elas sdo tau-
tologias, contradi¢des, ou nem uma nem outra. Note que as formulas dependem de 3 varidveis,
portanto a tabela verdade tem 23 = 8 linhas.

g (p=qenep—=(gen).
D(p=>gpnrl@—-n)—{@—r1

3.3.2 Equivaléncia légica

Duas proposi¢des compostas p e g sdo ditas logicamente equivalentes se elas t€ém valores 16gicos
iguais, para quaisquer combinagdes de valores 16gicos que sejam atribuidos as suas proposicoes
atdmicas. Em outras palavras, p e g sdo logicamente equivalentes se e somente se p < ¢ € uma
tautologia.

Por exemplo, podemos verificar, pela tabela-verdade, que as proposi¢cdes compostas p € =(—p)
sdo equivalentes, ou seja, que p < (—(—p)) é uma tautologia:

=p | =(=p) | p o (=(=p)
F Vv \Y
Vv F A

S IR S|
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Este resultado é conhecido como lei da negac¢do dupla.
Como outro exemplo, podemos verificar que a proposi¢dao p < g € equivalente a (p — gq) A
(g — p);ouseja, que (p < q) « ((p = g) A (g — p)) é uma tautologia:

Pplgqlpeq|po>q|lgq=>p|(po>9AN@G—p) | (peog o (p—oq9A(g—p)
VIiV] V \Y \Y \Y \%
VI|F F F \% F \%
F |V F \% F F \%
F|F Vv A A A\ A%

Assim como a propriedade de ser tautologia ou de ser contradic¢io, a equivaléncia logica de duas
proposicdes depende apenas da sua forma, e nao depende do significado das proposi¢des atdmicas
que ocorrem nela. Assim, por exemplo, a proposicdo p < g pode ser verdadeira, dependendo das
proposi¢cdes p e g; mas nem por isso p € logicamente equivalente a g.

Podemos dizer, portanto, que uma tautologia € uma proposicdo logicamente equivalente a V; e
uma contradi¢ao € uma proposi¢do logicamente equivalente a F.

Muito autores escrevem “<” ou “=", para dizer que p € logicamente equivalente a g. Entretanto
¢ importante notar que esse simbolo ndo € um operador 16gico. Em particular, o conceito de

equivaléncia légica entre féormulas ndo deve ser confundido com o operador 16gico “<”.

3.3.3 Equivaléncias légicas importantes

A seguir listaremos algumas equivaléncias 16gicas importantes. O leitor pode se convencer da
veracidade delas construindo as respectivas tabelas-verdade.

o Leis de elemento identidade:

p AV equivale a p

p Vv Fequivale a p

p < Vequivalea p

- p®Fequivalea p
e Leis da idempoténcia:

— p A pequivaleap
— pV pequivaleap

e Leis de dominagao:

— pV VequivaleaV
- p AFequivalea F

o Leis da comutatividade:

— pVgequivaleagV p
— pAgequivaleag A p
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- pegequivaleag & p

- p®qgequivaleag®p

Leis da associatividade:

—(pVvg) Vrequivaleap V(gVr)
—(pAg) Arequivaleap A(gATr)
- (peq) o requivaleap © (g © r)

- (pdqg)drequivaleap®(gdr)

Leis da distributividade:

— pV(gAr)equivalea(pVvg) AN(pVr)
- pA(gVr)equivalea(p Aqg)V(p Ar)
- pA(@®r)equivalea(pAqg)®(p A1)

Leis de De Morgan:

— —(p A g) equivalea —p V g
— —(p V q) equivalea = p A ng

Leis da implicagdo

— (p > @) equivale a (=p V q)
— —(p — ¢q) equivale a (p A —q)

Leis da equivaléncia

- (peo g equivalea (p — g) A(g — p)
- (p © g) equivale a =(p @ q)

Lei da contrapositiva:

— (p — g) equivale a (—g) — (—p)

Lei da reducdo ao absurdo:
- p—qgequivalea(p A —~q) - F

Exercicio 3.18: Verifique cada uma das equivaléncias acima, construindo a tabela-verdade para as
duas proposigdes.

Exercicio 3.19: Verifique quais das seguintes afirmagdes sdo corretas:

a) (=p A (pV q))élogicamente equivalente a g.

b) ((p — q) — r) é logicamente equivalente a (p — (g — r)).

41
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c) ((p « q) © r) é logicamente equivalente a (p & (g © r)).
d) p — (g A r) é logicamente equivalente a (p — g) A (p — r).

e) (pV q) — rélogicamente equivalente a (p — r) A (g = r).

Exercicio 3.20: Use a tabela-verdade para provar as leis de absor¢do:

a) (pV (p A q)) é logicamente equivalente a p.

a) (p A(pV q)) € logicamente equivalente a p.

Exercicio 3.21: Quais proposi¢des sdo logicamente equivalentes?

a) pA—gq.

b) p—gq.

¢) =(=pVg).
d) g — —p.
e) pV q.

f) =(p — 9.
g p—q.
h) =p — —q.

Exercicio 3.22: Encontre uma férmula usando apenas os conectivos A e — que seja logicamente
equivalente a (r A =p) V (g A —r). Justifique sua resposta com a tabela-verdade.

Exercicio 3.23: Considere a tabela-verdade abaixo de uma certa proposi¢do composta F formada
a partir de proposi¢des elementares x, y € z:

S S IR R A RS
mm L Lmm g Ll
e dmdmdin
=o€ < |y

Escreva uma férmula equivalente a F, usando as varidveis x, y e z, e:

(a) apenas os operadores A, V e —

(b) apenas os operadores - e —

Exercicio 3.24: Encontre uma férmula usando apenas os conectivos — ¢ — que seja logicamente
equivalente a p A g. Justifique sua resposta com a tabela-verdade.
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Exercicio 3.25: Encontre uma uma proposi¢do usando os conectivos — e & que seja logicamente
equivalente a p V g. Justifique sua resposta com a tabela-verdade.

Exercicio 3.26: Use as leis de equivaléncia logica vistas acima para encontrar formulas mais
simples que sejam logicamente equivalentes as seguintes proposicoes:

a) ~(=pVvVaqV(pA-r).
b) =(=pAq)V (p A-r).
¢) (pANV(=rA(pVq).

3.3.4 Implicacao logica

Sejam p e g duas proposi¢des. Dizemos que p implica logicamente g se p — g € uma tautologia.
Nesse caso, dizemos também que p — g é uma implicagdo logica ou g € uma consequéncia logica
de p. Mais geralmente, sejam py, p,, ..., p, uma cole¢do de proposi¢cdes. Dizemos que essas
proposig¢des implicam logicamente g se (py A p A -+ A p,) — ¢ € uma tautologia.

Observe que se uma implica¢do p — ¢ € verdadeira, sua conclusdo g pode ser verdadeira ou
falsa; mas se tanto a implicagdo quanto a hipdtese p sdo verdadeiras, entdo a conclusdo g deve
ser verdadeira. Isto é, as proposicdes p e p — ¢ implicam logicamente g. Isso significa que, se
estabelecemos de alguma forma que p € verdadeira, e que p — ¢ é verdadeira, podemos concluir
que g € verdadeira. Esta implicacao logica é chamada lei do modus ponens e é frequentemente
usada nas demonstragdes de teoremas em matemadtica. Listaremos algumas implicacdes logicas
mais conhecidas. As letras p, g, r representam proposicdes arbitrarias.

e Lei da adicdo:

— p implica logicamente p V ¢

Lei da simplificacdo:

— p A g implica logicamente p

Lei do modus ponens:
— p e p — g implicam logicamente g

Lei do modus tollens:

— p — g e ~g implicam logicamente —p

Silogismo hipotético:

— p — g e g — rimplicam logicamente p — r

Silogismo disjuntivo:

— pV g e —pimplicam logicamente ¢
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e Demonstragdo por absurdo:
— p — F implica logicamente —p

O simbolo “=" € frequetemente usado para significar “implica logicamente”. Entretanto, como
o simbolo “&”, ele ndo é um operador 16gico.

Exercicio 3.27: Verifique cada uma das implica¢Ges acima, construindo a tabela-verdade para as
duas proposigdes.

Exercicio 3.28: Verifique quais das seguintes afirmagdes sao corretas:

a) (p — (g V r)) implica logicamente em (p — ¢q).

b) (p — ¢) implica logicamente em (r A p — q).

¢) ((pV q) — r)implica logicamente em (p — r).

d) ((p — q) A ~p) implica logicamente em —gq.

e) (p & q) implica logicamente em (p — q).

f) (p — q) implica logicamente em (p < q).

2) (p — g) implica logicamente em gq.

h) (pV q) A (=p V r)implica logicamente em (g V r).

i) (p — q) A (g — r) implica logicamente em (p — r).

3.3.5 Equivaléncia em contexto especifico

As equivaléncias e implicagdes 16gicas acima sdo absolutas, isto €, podem ser usadas quaisquer
que sejam as proposi¢oes simples representadas pelas varidveis.

Neste sentido, por exemplo as férmulas p < g e p A g ndo sdo equivalentes; pois, quando
substituimos p = F e g = F, a primeira € verdadeira e a segunda € falsa. Porém, se soubermos de
alguma maneira, que a afirmacdo p Vv g é verdadeira, entdo a combinacdo p = F e ¢ = F ndo pode
ocorrer. As tabelas-verdade dessas férmulas sao:

P 49|\pg|\PpPNg|PVY
F F \ F F
F V F F \Y
V F F F \Y
VvV V \Y \Y

Observe que, em todos os casos onde a formula p V g € verdadeira, a afirmagdo p < ¢ tem o
mesmo valor 16gico de que p A g. Portanto, supondo que p V g é verdade, podemos dizer que as
duas outras proposi¢des sdo logicamente equivalentes.

Em geral, podemos dizer que duas proposi¢des compostas sdo equivalentes se tiverem o mesmo
valor 16gico para todas as combinacdes de valores de suas proposi¢cdes simples gue forem permiti-
das pelos fatos conhecidos sobre as mesmas.



3.4. SINTESE DE PROPOSICOES 45

3.4 Sintese de proposicoes

3.4.1 Formas normais disjuntivas e conjuntivas

Dada uma tabela-verdade com determinadas varidveis 16gicas, € sempre possivel construir uma
proposi¢do composta com essas mesmas variaveis que tem essa tabela-verdade.

Podemos construir essa proposi¢do considerando todas as linhas da tabela em que o resultado
desejado é verdadeiro, e escrevendo para cada linha uma sub-férmula l6gica que é verdadeira para
essa combinacdo de valores das varidveis, e falsa para todas as outras combinagdes. A disjunc¢ao
de todas essas formulas € a proposicdo desejada.

Por exemplo, suponha que queremos construir uma proposicao r que tem esta tabela-verdade:

P q\|r
F F|F
F V|V
V F|V
V V| F

Para a segunda linha, precisamos de uma sub-férmula que seja V apenas quando p = Fe g = V.
Para isso podemos usar a férmula (—p) Ag. Para a terceira linha, a férmula é p A(—g). A proposi¢ao
desejada € entdo

(=) AV (p A (=9))
A sub-férmula correspondente a cada linha com resultado V € uma conjuncao de todas varidveis
ou de suas negacoes. Especificamente, uma varidvel deve ser negada na sub-férmula se e somente
se nessa linha ela tem valor F.

A férmula obtida desta maneira — uma disjuncdo de conjungdes, cujos termos sdo variaveis
ou suas negacdes — € chamada de forma normal disjuntiva. A constru¢cdo acima nos permite
concluir que toda proposicdo composta tem uma forma normal disjuntiva que lhe € logicamente
equivalente.

Outra maneira de construir uma proposicdo a partir de sua tabela-verdade é considerar cada
linha em que o resultado desejado € F, e escrever uma férmula que € falsa apenas para essa
combinacdo de varidveis. Esta formula pode ser uma disjun¢do das varidveis e suas negacoes.
A conjuncdo dessas férmulas € a proposicao desejada. A partir da tabela acima, por exemplo,
obteriamos

PV A(=p)V(=9)
A férmula assim obtida € chamada de forma normal conjuntiva.

Exercicio 3.29: Considere a tabela-verdade abaixo:

<< d<2mmm s
TR S B S BRI S B S TN
<m<am<m <~
4 <o
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1. Construa uma proposi¢do composta na forma normal disjuntiva com essa tabela-verdade.

2. Idem, na forma normal conjuntiva.

Exercicio 3.30: Sejam xi, x», ..., x5 cinco varidveis 16gicas. Escreva uma férmula usando apenas
essas varidveis e os operadores A, V e -, equivalente a afirmacdo “pelo menos duas € no maximo
trés dessas varidveis sdo verdadeiras.”

3.4.2 Sistemas completos de operadores

A constru¢do da forma normal disjuntiva (ou conjuntiva) permite concluir que toda proposi¢ao
composta, usando quaisquer conectivos, € logicamente equivalente a outra proposi¢ao que usa
apenas 0s conectivos V, A e —. Dizemos entdo que estes trés conectivos formam um sistema
completo de operadores 16gicos.

Exercicio 3.31: Prove que os conectivos A e —, sozinhos, constituem um sistema completo de
operadores 16gicos. Idem para V e —.

Exercicio 3.32: Prove que os conectivos @ e A, sozinhos, constituem um sistema completo de
operadores 16gicos. (Dica: prove que é possivel obter o operador — combinando esses dois opera-
dores.)

Exercicio 3.33: Prove que o conectivo A (ndo-¢), sozinho, constitui um sistema completo de ope-
radores 16gicos. Idem para V (ndo-ou).

3.5 Dualidade logica

Seja p uma proposi¢ao que usa apenas 0s conectivos V, A, € . A proposicdo dual é obtida a partir
de p trocando-se toda ocorréncia de V por A, e vice-versa; bem como toda ocorréncia de T por
F, e vice-versa. Por exemplo, a dual da proposi¢ao (p A ~q) Vré (p V —q) A r. A dual de uma
proposi¢ao p € geralmente denotada por p*. Note que (p*)*, a dual da dual, é a proposi¢ao original
p.

Em geral, p e p* ndo sdo logicamente equivalentes. Entretanto, se p é uma tautologia, p* € uma
contradi¢do, e vice-versa. Além disso, prova-se que se duas proposigdes p € g sdo equivalentes,
entdo p* e ¢* sdo equivalentes, e vice-versa. Esta propriedade nos permite obter equivaléncias
l16gicas a partir de equivaléncias j4 demonstradas.

Por exemplo, considere as duas leis de distributividade, de A sobre V e V sobre A:

pA(gVr)éequivalentea (p Aqg)V (p ATr)

pV(gAr)éequivalentea (pVg)A(pVr)

Uma vez provada a primeira equivaléncia, ndo precisamos provar a segunda: basta observar que
pV (g Ar)éaproposiciodualde pA(gVr),e(pVg A(pVr)éadualde (p Ag)V (pAT).

Exercicio 3.34: Escreva a proposicdo dual de (p A ¢) V =(p V r).
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Exercicio 3.35: Qual é a relacdo entre as tabelas-verdade de uma proposi¢do p e de sua proposi¢ao
dual p*?

Exercicio 3.36: Encontre uma proposi¢do composta com duas variaveis logicas, que seja logica-
mente equivalente a sua proposi¢cdo dual usando apenas os operadores V, A e — .

Exercicio 3.37: Para definir o dual de um operador 16gico bindrio qualquer ©, basta encontrar
uma férmula equivalente a p © g que use apenas os operadores A, V, e —, e definir um operador ®
tal que p ® g seja equivalente a proposi¢ao dual dessa féormula. Use este processo para definir os
operadores duais de <, ®, —, V e A. Em cada caso, determine se o dual é um operador conhecido.

3.6 Logica de Predicados

Uma proposigdo aberta é uma proposicdo que depende de uma ou mais varidveis, por exemplo

e “x+ 1 ¢ maior que x”.

e “o quadrado de x € 16”.
e “x é um nimero primo”.
e “x é maior que y”.

o “x+y=2x+7"

Em geral, o valor 16gico de uma proposi¢do aberta depende dos valores das varidveis que nela
ocorrem. Por exemplo, a frase “x € maior que y” € verdadeira se os valores de x e y forem 7 e 4,
mas € falsa se os valores forem 10 e 21.

Para certos valores, a frase pode até mesmo ndo fazer sentido: por exemplo, “x € maior que
y” ndo faz sentido se x e y forem nimeros complexos, ou se x for uma matriz e y for um nimero
real. Com esta ressalva, sempre que substituimos as varidveis de uma proposicao aberta por va-
lores aceitdveis obtemos uma proposigao fechada que nao depende de nenhuma varidvel — e que
portanto pode ser tratada como uma proposicao atdmica do calculo proposicional.

No restante deste capitulo, usaremos letras minusculas x, y, z para denotar varidveis. Usa-
remos também letras maidsculas P, Q, R, ..., seguidas por uma lista de varidveis distintas en-
tre parénteses, para denotar proposi¢oes abertas que dependem dessas varidveis. Por exemplo, a
notacdo P(x) pode representar a frase “x € um nimero primo”, e Q(x,y) pode representar “y é
maior que x”.

Os simbolos P, Q, R, ...sdao chamados de predicados, e podem ser entendidos como funcdes
que, dados valores das varidveis, assumem um valor 16gico (F ou V). Como na dlgebra, de-
pois de definido um predicado P(xy, xa, ..., X,), usaremos a notacao P(v, v,,...,V,) para indicar a
substituicdo da varidvel x; pelo valor vy, x; pelo valor v, etc.. Por exemplo, se Q(x, y) foi definido
como a proposicdo aberta “y € maior que x”, entdo Q(3,z + 1) representa a afirmagdo “z + 1 é
maior que 3”. Supde-se, também, que todas as ocorréncias da mesma varidvel na proposi¢ao sao
substituidas pelo mesmo valor.
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3.6.1 Quantificacao universal

A substituicdo de varidveis por valores explicitos ndo € a unica maneira de transformar uma
proposicdo aberta em uma proposicao atdmica. Outra maneira € a chamada quantificagdo uni-
versal, que € uma afirmacao do tipo “para todo x no conjunto D, P(x)”.

Denotaremos esta frase por (Vx € D)P(x). Nesta frase, D (o dominio da quantificacdo) pode ser
qualquer conjunto previamente definido, x pode ser qualquer varidvel, e P(x) qualquer proposi¢ao
que depende dessa varidvel, que tenha valor 16gico bem definido sempre que x for substituido por
um elemento de D.

Por definicao, a frase (Vx € D) P(x) € verdadeira se, e somente se, a proposicdo P(x) for sempre
verdadeira quando substituimos varidvel x por qualquer elemento do conjunto D. Se houver um
(ou mais de um) elemento de D que torna P(x) falsa quando atribuido a varidvel x, entdo a frase
(Vx € D) P(x) é falsa.

Por exemplo, se P(x) representa a frase “x + 1 € maior que x”, entdo a frase “(Vx € Z) P(x)”
€ verdadeira, pois, se substituirmos x por qualquer nimero inteiro, a afirmagdo P(x) serd sempre
verdadeira.

Por outro lado, se P(x) representa a frase “x € um niimero primo”, entdo a frase “(Vx € N) P(x)”
é falsa; pois, embora as afirmacdes P(3) e P(17) sejam verdadeiras, a afirmacio P(6) (por exemplo)
é falsa.

Em geral, se o0 dominio D é um conjunto finito, com elementos vy, v,,---,Vv,, entdo a frase
(Vx € D) P(x) é equivalente a P(vi) A P(vy) A -+ A P(v,).

Exercicio 3.38: Sejam N o conjunto dos niimeros naturais, e suponha que P(x) significa *“ x é par
7, Q(x) significa “x € divisivel por 3” e R(x) significa “x € divisivel por 4”. Escreva em linguagem
natural (portugués) cada uma das proposicdes a seguir, e determine seu valor-verdade:

a) (Vx € N)P(x).

b) (Vx e N)P(x)V Q(x).

c) (VxeN)P(x) > Qx).

d) (Vx e N)P(x)V R(x).

e) (Vx € N)P(x) A R(x).

f) Vx € N)R(x) = P(x).

g) (Vx e N) P(x) = =0(x).

h) (Vx e N)P(x) » P(x+2).

1) (Vx e N)R(x) > R(x + 4).

D (VxeN) Q) — O(x + 1).

3.6.2 Quantificacao existencial

Outra maneira de transformar uma proposi¢cdo aberta em fechada € através da quantificacdo exis-
tencial, que tem a forma “existe um x no conjunto D tal que P(x)”.

Denotaremos esta frase por (dx € D) P(x). Aqui também, o dominio D da quantificagdo pode
ser qualquer conjunto ja definido; x pode ser qualquer varidvel; e P(x) qualquer proposicao que
depende dessa varidvel.
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Por definicdo, a frase “(dx € D) P(x)” € verdadeira se, € somente se, existir pelo menos um
elemento de D que, atribuido a varidvel x, torna a afirmacdo P(x) verdadeira. A frase “(dx €
D) P(x)” é falsa se, e somente se, ndo existe nenhum elemento de D com essa propriedade.

Se D é um conjunto finito com elementos vy, vy, - -+, v,, entdo a frase (dx € D) P(x) é equiva-
lente a P(vi) V P(vp) V --- V P(v,).

Como exemplo, denotemos por P(x) o predicado “x € um niimero primo”. A proposi¢ao (dx €
N) P(x) é verdadeira, pois, por exemplo, a afirmacio P(7) (“7 € um nimero primo”) é verdadeira,
e 7 ¢ um elemento de N. Por outro lado, se Q(y) € a proposi¢cdo aberta “y € igual a y + 1”7, entdo
a frase “(dy € R) Q(y)” € falsa; pois, qualquer nimero real que for atribuido a y, a afirmacao Q(y)
(“yéigualay+ 17) ¢é falsa.

Exercicio 3.39: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, e suponha que P(x) significa “x é par”,
Q(x) significa “x € divisivel por 3” e R(x) significa “x é divisivel por 4”. Escreva em linguagem
natural (portugués) cada uma das proposicdes a seguir, e determine seu valor-verdade:

a) (Ax e N)R(x)

b) (Ax € N) P(x) vV Q(x).

¢) (Ax eN) P(x) — QO(x).

d) AxeN)Q(x) — O(x+ 1).

e) (AxeN)P(x) = Q(x + 1).
Exercicio 3.40: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, P(x,y) é “x + 2 > y”. Escreva as

proposicoes listadas abaixo em linguagem natural (portugués) e atribua o valor-verdade correspon-
dente a cada uma delas:

a) (Ax e N)(Vy € N) P(x,y).
b) (Ax € N)(Ay € N) P(x, y).
c) (Vx eN)(Vy € N) P(x,y).
d) (Vx e N)dy € N) P(x,y).

3.6.3 Quantificador de existéncia e unicidade

Na matematica sao comuns afirmacdes do tipo “existe um znico x no conjunto D tal que P(x).”
Esta afirmacdo € frequentemente denotada por (I!x € D) P(x). Esta férmula pode ser escrita em
termos dos quantificadores ja definidos:

((@x € D) P(x)) A (Yx € D)(Yy € D) (P(x) A P(y)) = x = y))

Se o dominio D é finito, por exemplo D = {xj, x5, ..., x,}, a proposi¢do (I!x € D) P(x) significa
que uma, e apenas uma, das afirmacdes P(x;), P(x;), ..., P(x,) é verdadeira.
Exercicio 3.41: Seja D = {x1, x2, ..., x,} para alguam n > 3. A afirmacdo (I!x € D) P(x) equivale

aP(x)®P(x2)®---® P(x,)? E se n =27 Justifique suas respostas.
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3.6.4 Quantificacao sobre o conjunto vazio

A afirmacdo “existe um estudante com mais de duzentos anos que gosta de fisica” é obviamente
falsa; pois nem sequer existem estudantes com essa idade, muito menos que gostem de fisica.
Esta afirmacdo pode ser escrita (dx € D) P(x), onde D € o conjunto dos estudantes com mais de
duzentos anos de idade, e P(x) denota a afirmacao “x gosta de fisica”. De modo geral, se o dominio
D é vazio, a afirmacdo “(Ax € D) P(x)” € falsa, qualquer que seja o predicado P.

Considere agora a afirmacdo: “todos os estudantes com mais de duzentos anos de idade gostam
de fisica.” Qual o valor 16gico desta frase?

Na notacdo acima, esta afirmacgdo pode ser escrita (Yx € D) P(x). A questdo é: qual o valor
l6gico da afirmacgdo “P(x) é verdadeira, para qualquer elemento x de D, se D ndo tem nenhum
elemento?

Verifica-se que, quando o dominio D € vazio, a interpretacdo mais consistente é considerar a
frase (VYx € D) P(x) verdadeira, qualquer que seja o predicado P. Dizemos que tais afirmagdes
sdo verdadeiras por vacuidade. Em particular, a frase “todos os estudantes com mais de duzentos
anos de idade gostam de fisica” deve ser considerada verdadeira.

3.6.5 Calculo de predicados

A drea daldgica que trata de predicados e quantificadores é chamada cdlculo de predicados. Assim
como no cdlculo proposicional, no célculo de predicados estudam-se as regras de raciocinio que
valem para quaisquer predicados. Em particular, estamos interessados em equivaléncias logicas e
implicacdes logicas entre proposi¢oes com quantificadores.

Assim como no cdlculo proposicional, definimos uma tautologia do cédlculo de predicados
como sendo uma proposi¢cao com dominios e predicados simbdlicos que € verdadeira quaisquer
que sejam as defini¢bes que adotemos para os mesmos. Um exemplo trivial € a proposicdo “(Vx €
D) P(x) V =P(x)”. Dizemos também que duas proposi¢des quantificadas p e g sao logicamente
equivalentes se p < g é uma tautologia, e que p implica logicamente q se p — q € uma tautologia.
Por outro lado, uma contradi¢cdo é uma proposi¢ao que € falsa quaisquer que sejam as defini¢cdes
adotadas para seus predicados; como, por exemplo, “(dx € D) P(x) A = P(x)”.

3.6.6 Negacao de quantificadores

Um exemplo importante de equivaléncia l6gica no calculo de predicados s@o as regras para negagdo
de quantificadores:

e —[(Vx € D) P(x)] é equivalente a (dx € D) =P(x)
e —[(dx € D) P(x)] é equivalente a (Vx € D) = P(x)

Ou seja, podemos trocar as posi¢cdes do operador de negacdo e do quantificador, desde que
também troquemos o tipo de quantificador (¥ por 1, e vice-versa). Ressaltamos que estas equi-
valéncias valem para qualquer predicado P e qualquer dominio D, e, naturalmente, qualquer que
seja a varidvel usada nos quantificadores.

Por exemplo, considere a afirmacdo (Vn € N)n+1 > 2. O valor 16gico dessa afirmacao é falso,
pois a proposic¢ado aberta “n+1 > 2” nao vale quandon = 0 ((0+ 1) = 1 e 1 ndo € maior que 2). Por
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outro lado, este mesmo exemplo mostra que existe um » tal que a afirmac¢do contrdria “n + 1 < 2”
€ verdadeira; isto €, que (dn € D)n + 1 < 2 € verdadeira.

Lembramos que V, de certa forma, representa vdrias conjungdes (A); no mesmo sentido que
que J representa varias disjuncdes (V). Observe portanto que as regras para disjuncdo de quantifi-
cadores sdo andlogas as leis de De Morgan para negacdo de A e V.

Estas regras valem também quando o dominio D é vazio. Alids, a principal justificativa para
a regra da secdo 3.6.4 € justamente fazer com que as regras de negacdo de quantificadores sejam
validas em todos os casos. Por exemplo, considere a afirmagdo “existe um estudante com mais
de duzentos anos de idade que ndo gosta de fisica”, ou seja (dx € D) —~P(x) onde D é o conjunto
(vazio) dos “estudantes com mais de duzentos anos”, e P(x) € a frase “x gosta de fisica”. Esta
afirmacio é obviamente falsa; e portanto sua negacdo, —((dx € D) =P(x)), deveria ser verdadeira.
De fato, pelas regras acima, a negacao desta frase —((dx € D) —P(x)) é (Vx € D) =—P(x), ou seja
(Vx € D) P(x); e, conforme definimos na se¢do 3.6.4, esta afirmac¢ao tem valor l6gico verdadeiro.

3.6.7 Distributividade de quantificadores

Em alguns casos, € possivel trocar a ordem de quantificadores com outros conectivos 16gicos. Por
exemplo, lembrando que V representa uma série de conjungdes A, € que 1 representa uma série de
disjuncdes V, podemos concluir que

e (Vx € D) (P(x) A O(x)) equivale a (Vx € D) P(x)) A ((Vx € D) Q(x)).

e (Ax € D)(P(x) VvV Q(x)) equivale a ((dx € D) P(x)) V ((dx € D) Q(x)).

3.6.8 Traduzindo linguagem natural para proposicoes quantificadas

A codificacao de proposicoes da linguagem natural em férmulas com quantificadores nem sempre
¢ facil. Na linguagem natural, muitas vezes os quantificadores e/ou o domimio estao implicitos.

Por exemplo, considere a seguinte afirmacao: “macacos gostam de bananas.”Nesta afirmacao,
ha um quantificador universal implicito: “fodos os macacos gostam de bananas. ” Sua formalizacdo
€ portanto (Vx € M) B(x) onde M é o conjunto dos macacos, € B(x) € o predicado “x gosta de ba-
nana.”

Outro exemplo é a afirmagiio “existe um x tal que x> = 5”. O valor 16gico dessa afirmacio
depende do dominio; se escrevermos (dx € N) x?> = 5, a afirmacdo € falsa; se escrevermos (x €
R) x? = 5, ela é verdadeira. Neste caso, o dominio correto s pode ser determinado pelo contexto
da afirmacdo.

Virias expressdes podem ser usadas na lingua portuguesa para expressar os quantificadores:

e “para qualquer x em D, P(x)”,

e “se x € um elemento genérico de D, entdo P(x)”,

e “um elemento que estd em D sempre satistaz P(x)”,
e “para quem estd em D, vale P(x)”,

e “algum elemento de D satisfaz P(x)”,
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e “hd elementos em D para os quais P(x) vale”.

Ha também muitas expressdes para a negacao dos quantificadores:

“nenhum x em D satisfaz P(x)”,

e “nem todo x em D satisfaz P(x)”,

e “ndo hd elemento x em D que satisfaca P(x)”,
e “ninguém em D satifaz P(x)”,

e “para nenhum x em D vale P(x)”,

e “quando x estd em D, a afirmacdo P(x) nem sempre € verdadeira.”
Na linguagem natural, muitas vezes o quantificador estd no meio ou no fim da sentenga:

e “P(x) vale para todo x em D”,
e “P(x) é verdade para algum x em D”,
e “P(x) vale sempre que x estd em D”,

e “P(x) ndo € verdade para alguns elementos x de D”.

Uma maneira de verificar se uma férmula com quantificadores representa corretamente uma
afirmacio em linguagem natural € trocar os quantificadores por meio das regras de negacio,
traduzir o resultado novamente para a linguagem natural, e conferir se o sentido é o0 mesmo
que o original. Por exemplo, suponha que representemos a frase ‘“nenhum gorila é bonito” por
—(dx € F)B(x), onde F € o conjunto de gorilas, e B(x) significa “x € bonito”. Pelas regras de
negacdo, esta frase € equivalente a (Vx € F') =B(x), ou seja, “todos os gorilas sdo feios”.

E preciso tomar cuidado com certas frases em lingua natural cujo sentido é ambiguo. Por
exemplo, “um elemento x de D satisfaz P(x)” pode significar tanto (Vx € D) P(x) quanto (dx €
D) P(x).

Exercicio 3.42: Escreva as afirmacgdes abaixo na forma simbdlica, definindo os predicados e os
dominios dos quantificadores.

a) Todo tridngulo equilétero é equidngulo.

b) Todos os estudantes gostam de fisica.

¢) Alguns estudantes ndo gostam de fisica.

d) Cada pessoa tem uma mae.

e) Pelo menos uma das letras da palavra banana é uma vogal.

f) Entre todos os inteiros exitem alguns que sdo primos.

g) Um dia do préximo més € domingo.

h) Alguns inteiros sao pares e divisiveis por 3.
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i)
i)
h)
k)
)
m)
n)
0)
p)
Q)
r)
s)
t)

Exercicio 3.43: Expresse, em portugués, a negacio de cada uma das proposi¢des do exercicio 3.42.

Exercicio 3.44: Expresse a negacdo de cada uma das proposicdes do exercicio 3.39 em forma

Alguns inteiros sdo pares ou divisiveis por 3.

x? — 14 = 0 tem uma solucdo positiva.

Toda solugdo de x> — 14 = 0 é positiva.

Nenhuma solugdo de x> — 14 = 0 & positiva.
Existe algum estudante de direito que nao é brasileiro.
Todo estudante de direito tem um celular.
Ninguém ¢é perfeito.

Alguém ¢ perfeito.

Todos os nossos amigos sdo perfeitos.

Algum de nossos amigos é perfeito.

Todos sdao nossos amigos e sao perfeitos.
Ninguém é nosso amigo ou alguém nio é perfeito.

Apenas um de nossos amigos é perfeito.

simbdlica e em linguagem natural (portugués).

3.6.9 Mudanca de dominio

A regra abaixo permite restringir o dominio das quantificacdes universais:

e As afirmacdes D C E e (Vx € E) P(x) implicam logicamente (Vx € D) P(x).
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Ou seja, uma quantificacdo universal verdadeira continua verdadeira se restringirmos o dominio
a qualquer subconjunto do mesmo. Por exemplo, se sabemos que “todo ruminante tem quatro
patas”, e que as zebras sdo um subconjunto dos ruminantes, podemos concluir que “todas as zebras
tem quatro patas’.

Reciprocamente, a regra abaixo permite ampliar o dominio de quantificagcdes existenciais:

e As afirmacdes D C E e (dx € D) P(x) implicam logicamente (dx € E) P(x).

Ou seja, uma quantificacio existencial verdadeira continua verdadeira se ampliarmos o dominio.
Por exemplo, se sabemos que “existe um boi preto”, e que os bois sdo um subconjunto dos rumi-
nantes, podemos concluir que “existe um ruminante preto”.

Outras regras permitem mudar o domino no sentido contrario, com ressalvas na férmula quan-

tificada:

e Se D C E, a afirmagdo (Vx € D) P(x) é logicamente equivalente a (Vx € E) (x € D — P(x)).

e Se D C E, a afirmacdo (dx € D) P(x) é logicamente equivalente a (dx € E) (x € D A P(x)).
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Por exemplo, se aceitarmos que os pagapaios sao um subconjunto dos animais, a afirmacao
“todo papagaio tem um bico” equivale a dizer “todo animal, se for um papagaio, tem um bico;” E
a afirmacdo “existe um papagaio amarelo” equivale a dizer que “existe um animal que € papagaio
e é amarelo.”

Um erro comum € confundir as duas regras, € mudar o dominio do quantificador universal com
A ao invés de —. Por exemplo, traduzir a afirmac¢do “todo macaco gosta de banana” pela formula
(Vx € A)(x € M) A B(x), onde A é o conjunto dos animais, M € o conjunto dos macacos, e B(x)
significa “x gosta de banana”. Esta formula na verdade significa “todo animal € macaco e gosta
de banana”, que é bem diferente do sentido original. A férmula correta seria (Vx € A) (x € M) —
B(x), que, pelas regras acima, equivale a (Vx € M) B(x).

O erro simétrico é usar — ao mudar o dominio do quantificador existencial. Por exemplo,
representar a afirmacdo (falsa) “existe um macaco que voa” por (dx € A)(x € M) — V(x), onde
A € o conjunto dos animais, M o conjunto dos macacos, € V(x) significa “x voa”. Esta férmula na
verdade significa “existe um animal que, se for macaco, voa”. Esta afirmacdo é verdadeira, pois
basta considerar um x em A \ M (um animal que nio € macaco) e a frase (x € M) — V(x) fica
F — V(x) e portanto verdadeira. A férmula correta seria (dx € A) (x € M) A V(x), que € falsa
como a original.

Exercicio 3.45: Em cada um dos casos abaixo, procure determinar se as duas proposi¢des sao
logicalmente equivalentes:

a) (VxeA)P(x)) A ((Yx € B) P(x)) equivale a (Yx € AU B) P(x)?

b ((Ax € A) P(x)) V ((Ax € B) Q(x)) equivale a (x € A U B) (P(x) V Q(x))?
¢) (Vxe€A)P(x)) vV ((Vx € B) P(x)) equivale a (Vx € AU B) P(x)?
d) (Ax € A) P(x)) A ((Ix € B) Q(x)) equivale a (Ax € A U B) (P(x) V Q(x))?

3.6.10 Quantificadores miiltiplos

Se uma proposicao aberta menciona mais de uma varidvel, € preciso mais de um quantificador —
um para cada varidvel distinta — para transformd-la numa proposicao fechada. Por exemplo, se
escolhermos Z como o dominio, hd oito maneiras de transformar a afirmagao aberta “x +y = 2x”
em uma proposicao fechada:

VMxezZ)VyeZ)yx+y=2x (VyeZ)(VxeZ)x+y=2x
VMxezZ) dyeZ)yx+y=2x (AyeZ)(VxeZ)x+y=2x
AxezZ)VyeZ)yx+y=2x (VyeZ)(dxeZ)x+y=2x
AxeZ)dyeZ)yx+y=2x (AyeZ)(AyeZ)x+y=2x

A ordem dos quantificadores pode ser muito importante. Por exemplo, a férmula (Vx € Z)(dy €
Z) x +y = 2x significa “para todo inteiro x, existe um inteiro y (que pode ser diferente para cada
x!) tal que x + y = 2x”. Esta afirmacdo € verdadeira, pois, para cada x, basta tomar y = x para
satisfazer a condi¢do. Por outro lado, a férmula (Ay € Z)(Vx € Z) x + y = 2x significa “existe um
inteiro y tal que, para todo inteiro x (e esse mesmo y!), x +y = 2x”. Esta frase € falsa, pois, como
x+y = 2x¢éomesmo que y = x, ela equivale a dizer que “existe um inteiro y que € igual a todos
0s inteiros”.
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De modo geral, sempre podemos trocar a ordem de dois quantificadores do mesmo tipo (ambos
V, ou ambos ). Ou seja, para quaiquer varidveis, dominios e predicados,

o A férmula (Vx € D)(Vy € E) P(x,y) é logicamente equivalente a (Yy € E)(Vx € D) P(x,y)

e A formula (dx € D)(dy € E) P(x, y) € logicamente equivalente a (dy € E)(dx € D) P(x,y)

Quando um quantificador sobre uma varidvel € aplicado a uma proposi¢ao aberta que depende
dessa varidvel, dizemos que cada ocorréncia dessa varidvel na proposi¢do estd amarrada ao quan-
tificador. Todas as demais varidveis que ocorrem na proposi¢ao continuam livres. Por exemplo, na
féormula (Vx € R) x> + x —y > z/(x + ), as trés ocorréncias de x em x> + x — y > z/(x + y) estdo
amarradas, enquanto que as duas ocorréncias de y € a ocorréncia de z estdo livres.

Enquanto houver varidveis livres, a formula continua sendo uma proposi¢ao aberta. A férmula
s6 € uma proposicao fechada quando todas as varidveis estiverem amarradas.

Por influéncia da linguagem natural, alguns autores as vezes escrevem o simbolo quantificador
(especialmente ‘V’) depois da férmula 16gica quantificada, como por exemplo em “P(x), Vx € D.”
Entretanto, este estilo deve ser evitado, pois pode gerar ambiguidade — especialmente quando ha
varios quantificadores envolvidos. Considere, por exemplo “(Ax € Z)x+y =0, Vy € Z”

Exercicio 3.46: Sejam N o conjunto dos nimeros naturais, P(x,y) € “x + 2 > y”. Escreva as
proposicoes listadas abaixo em linguagem natural (portugués) e atribua o valor-verdade correspon-
dente a cada uma delas:

a) VxeN)dyeN)P(x,y).
b) (Vx € N)(Vy € N) P(x,y).
c) (Vy e N)(dx € N) P(x, ).

Exercicio 3.47: Determine o valor verdade de cada uma das proposigdes:

a) (Vn e N)Am € N) (n? < m).

b) (An € N)(¥Ym € N) (n < m?).

¢) (An e N)(VYm € N) (nm = m).

d) (Vn e N)@m e N)(n +m = 0).

e) (An eN)(Vm e N)(n- m = m).

f) @An e N)(@Am € N) (n*> + m?> = 5).

g) (An e N)@m € N) (n* + m? = 25).

h) (@meN)Y dmeN)Y(n+m=4An—-m=1).
D @neN)dmeN)m+m=4An—m=2).
j) (Yn e N)(¥Ym e N)Ap e N) (p = (n + m)/2).
k) (YxeR)dy e R) (x> = y).

) (Yx e R)Ay e R) (x = y?).
m) (Ax e R)(Vy e R)(x-y =0).

n (AxeR)AyeR)(x+y #y+ x).
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0) VxeR)x#0—->dyeR)(x-y=1).

p @xeR)VyeR)(Y#0—-(x-y=1)).

qQ VxeR(dyeR)(x+y=1).

1 (AxeR) Ay eR)(x+2y =2 A2x+4y =5).
) (VxeR)AyeR)(x+y=2A2x—y=1).
) (YxeR)(Yy e R)(Fz € R) (z = (x + »)/2).

Exercicio 3.48: Encontre a negacgio e o valor-verdade de cada uma das proposi¢des do exercicio 3.47.

3.6.11 Escopo de um quantificador

A parte da féormula onde um quantificador tem efeito é chamada de escopo do quantificador. Por
convengdo, o escopo € toda a parte da formula que segue ao quantificador; mas podemos usar
parénteses para limitar esse escopo. Por exemplo, na formula ((Vx € D) P(x)) A (Ax € E) Q(x)) V
R(x), o escopo do primeiro quantificador € apenas P(x), o do segundo quantificador € Q(x), e a
féormula R(x) estd fora do escopo de ambos — ou seja, a ocorréncia de x em R(x) ainda estd livre.

3.6.12 Omissao do dominio

O dominio da quantificagdo pode ser omitido em dois casos. Em primeiro lugar, se, em algum
contexto, todos os quantificadores tiverem o mesmo dominio D, podemos anunciar esse fato no
inicio, e escrever apenas (Yx) P(x) ou (dx) P(x), em vez de (Vx € D) P(x) ou (dx € D) P(x).

Exercicio 3.49: Escreva, em portugués, as seguintes proposi¢des, supondo que R(x) significa “x é
um rato,” Q(x) significa “x come queijo,” e o dominio consiste de todos os animais.
a) (Vx)R(x) = Q).
b) (Vx)R(x) A Q(x).
a) (Ax)R(x) — Q(x).
b) (Ax)R(x) A Q(x).
Para evitar a quantificacdo sobre dominios, alguns autores supdem que existe um conjunto
universal U cujos elementos sdo todos os elementos de todos os conjuntos que podem Vvir a ser

usados em quantificadores. Nesse caso, podemos usar as equivaléncias l6gicas da se¢do 3.6.9 para
trocar qualquer dominio D pelo dominio universal U:

e (Vx € D)P(x)equivalea (Vx € U)(x € D) — P(x).

e (dx € D) P(x) equivale a (dx € U) (x € D) A P(x).

Com estas transformacdes, todos os quantificadores passam a ter o mesmo dominio U, que
pode ser entdo omitido. Isto é,

e em vez de (Vx € D) P(x), pode-se escrever (Vx) (x € D) — P(x).
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e em vez de (dx € D) P(x), pode-se escrever (dx) (x € D) A P(x).

Entretanto, uma vez que conjuntos podem ser elementos de outros conjuntos, todos os conjun-
tos — inclusive o proprio conjunto universal U — deveriam ser elementos de U. Mas permitir
que um conjunto seja elemento de si mesmo pode levar a férmulas que ndo fazem sentido (ndo sao
nem verdadeiras nem falsas), como “seja X o conjunto de todos os elementos que ndo pertencem
a X.” Por essa razdo, muitos 16gicos evitam o conceito de “conjunto universal”, e usam dominios
explicitos em todos os quantificadores.
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Capitulo 4

Métodos de Demonstracao

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo 1, demonstragcdes sdao instrumentos usados por uma pessoa para convencer
outras pessoas (ou a si mesma) de que uma afirmacao é verdadeira. Toda demonstracdo precisa
partir de algumas defini¢des e/ou afirmagdes basicas — chamadas axiomas ou postulados — que
ambas as partes aceitam como verdadeiras, e/ou afirmagdes que foram previamente demonstradas.

Para ser convincente, uma demonstracdo somente pode usar afirmagdes e regras de raciocinio
que as duas partes consideram vdlidas. Em geral, podem ser usadas as equivaléncias e implicacoes
légicas vistas nos capitulos anteriores. Podem também ser usadas as regras de manipulacao de
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féormulas da 4lgebra e da teoria de conjuntos.

Uma afirmacao devidamente demonstrada € chamada de feorema (palavra derivada de uma
expressao grega que significa “verdade dos Deuses”). Um teorema que € demonstrado apenas para
ajudar na prova de um outro teorema é chamado de lema. Um coroldrio de um teorema € outro
teorema que é consequéncia do primeiro, e cuja demonstracio € relativamente simples.

4.1.1 Definicoes

Uma demonstracao também pode usar defini¢coes que tenham sido feitas previamente. Uma definicio
precisa ser completa, isto €, deve especificar todas as propriedades que identificam exatamente o
conceito definido. Deve ser também precisa, de modo que o leitor ndo tenha duvidas sobre seu sig-
nificado. Por convengdo, o termo definido € enfatizado por ocasido de sua definicdo. Por exemplo:

Definicao 4.1: Um inteiro n é um muiltiplo de um inteiro p se, e somente se, existe um
inteiro g tal que n = pgq.

Observe que esta defini¢do ndo deixa duvidas: para quaisquer inteiros n € p, ela permite ao
leitor decidir se n é ou ndo multiplo de p. Por outro lado, ela s6 vale no dominio dos inteiros. O
ndmero 7 é um maltiplo de V17?2 Esta defini¢io ndo diz nem que sim, nem que ndo. Enquanto o
conceito de “multiplo” ndo for definido para nimeros reais, essa frase ndo tem sentido: ela ndo é
nem verdadeira nem falsa, e portanto ndo € uma proposicao logica.

Observe também que, na afirmagdo que define o conceito, as varidveis n € p sdo livres, enquanto
que ¢ estd amarrada no quantificador “existe”. Formalmente, podemos entender esta declaracao
como a defini¢cao de um predicado P (“€ multiplo de”’) com dois parametros (n e p).

Esta definicao pode ser usada em demonstracdes como se fosse um axioma, ou seja ela nos
autoriza a supor que a afirmacao

(Vn, p € Z) (n € um multiplo de p) & (g € Z)n = pq)

¢ verdadeira.
Uma vez que um conceito foi definido, ele pode ser usado em outras definicdes:

Definicao 4.2: Um inteiro p divide um inteiro n (€ um divisor de n) se, e somente se, n é
multiplo de p.

Observe o uso do conectivo légico “se e somente se” (<) nestas defini¢des. Este conectivo
permite ao leitor decidir se uma entidade qualquer do dominio se enquadra ou ndo na definigao.
Portanto toda definicdo € se e somente se.

Entretanto, em textos matematicos e técnicos € comum encontrar definicdes que usam apenas
a palavra “se”” quando o autor na verdade quer dizer “se e somente se.” Por exemplo:

Definicao 4.3: Um inteiro n € par se ele € multiplo de 2.

Esta definicdo deve ser entendida como “um inteiro n € par se, € somente se, n ¢ multiplo de
2”. Eis outro exemplo:

Definicao 4.4: Se um inteiro nao € par, dizemos que ele € impar.
Ha outros formatos de definicdo que ndao usam nem “se”” nem “se e somente se”’. Por exemplo:

Definicao 4.5: Um niimero primo € um nimero inteiro maior que 1, que niao tem nenhum
divisor exceto 1 e ele mesmo.
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4.1.2 Conjecturas

Uma conjetura (ou conjectura) € uma afirmagao para a qual ainda ndo existe prova. Em geral, este
termo € usado quando se suspeita que a afirmacao seja verdadeira. Se uma conjetura é finalmente
demonstrada, ela se torna um teorema. Por outro lado, se for encontrada uma demonstraciao da
negacao da conjetura, dizemos que a mesma foi refutada. Enquanto nenhuma das duas coisas
ocorre, diz-se que a conjetura continua aberta.

Um exemplo famoso € a conjetura de Fermat: “se n > 2, a equacdo x" + y" = 7" ndo tem
solugdes inteiras positivas.” Esta conjetura foi encontrada em um livro que pertenceu ao ma-
tematico Pierre de Fermat (1601-1665), que escreveu na margem “tenho uma linda demonstragao,
mas ela ndo cabe nesta margem.” Apesar de inimeros esforcos por matematicos de todo o mundo,
a afirmagdo permaneceu como conjetura por mais de 300 anos. Em 1995, finalmente, o matematico
inglés Andrew Wiles publicou uma demonstracdo com mais de 200 paginas. Hoje a conjetura é
conhecida como o ultimo teorema de Fermat.

Outro exemplo famoso € a conjetura das quatro cores: “todo mapa pode ser pintado com
no miximo quatro cores, de modo que paises vizinhos tenham cores diferentes.” Esta conjetura
foi enunciada em 1852 por Francis Guthrie (1831-1899), mas somente foi provada em 1976 por
Kenneth Appel e Wolfgang Haken, utilizando um computador. Em 1994 foi produzida uma prova
simplificada por Paul Seymour, Neil Robertson, Daniel Sanders e Robin Thomas, mas continua
sendo impossivel demonstrar o teorema sem recorrer a um computador.

Ha vérias conjeturas famosas que ainda estdo abertas. A conjetura de Goldbach, formulada
pelo matematico alemao Christian Goldbach em 1742, afirma que todo niimero inteiro par maior
que 2 é a soma de dois niimeros primos. Testes com computadores mostram que esta afirmacao
¢ verdadeira para todos os inteiros pares entre 4 e 4 X 10'* (400 trilhdes); mas obviamente estes
testes ndo constituem uma prova.

O monge e matematico francés Marin Mersenne (1585-1648) investigou os nimeros M, =
2" — 1, onde n € um nimero primo. Estes nimeros, hoje, sdo chamados niimeros de Mersenne.
Ele observou que os numeros M, = 3, M3 = 7, Ms = 31, e M; = 127 sdo primos; mas o
numero seguinte, M;; = 2047, ndo é primo (2047 = 23 x 89). Depois de verificar mais al-
guns casos, ele conjecturou que M,, € primo para todo n em {2,3,5,7,13,17,19,31,67,127,257).
Porém, em 1876 Edouard Lucas (1842-1891) provou que Mg; = 2°7 — 1 ndo era primo, e por-
tanto a conjetura de Mersenne era falsa. Entretanto, sua prova ndo exibia os fatores de Mgy,
apenas provava que eles existiam. Em 1903, Frank Nelson Cole (1861-1926) apresentou uma
palesta em uma conferéncia de matemadtica, com o titulo vago On the Factorisation of Large Num-
bers. Sem dizer nada, Cole primeiro escreveu 2 — 1 no quadro negro, e fez os cdlculos a mio,
obtendo o valor 147573952589676412927. Na outra metade do quadro, ele escreveu o produto
193707721 x 761838257287, e fez a multiplicacdo a méo, obtendo o mesmo resultado. A platéia
aplaudiu em pé. Depois ele contou que tinha levado trés anos, trabalhando todos os domingos,
para encontrar essa fatoracao.

4.1.3 Métodos de demonstracao

Existem teoremas que tem muitas demonstra¢des diferentes. Qual € a melhor &, até certo ponto,
uma questao de gosto, e depende para quem a demonstracao € dirigida. Em geral, quanto mais curta
a prova, melhor; mas hd outros critérios, como a facilidade de compreensao, a simplicidade dos
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passos, etc.. De modo geral, quando ndo sabemos se uma afirmacdo € verdadeira, nossa primeira
preocupacdo € encontrar uma demonstracdo que nos convenca. Para convencer outras pessoas,
entretanto, devemos cuidar para que a demonstracao seja, além de correta, também simples, clara
e objetiva, tanto quanto possivel.

Ha varios métodos de demonstragdo (estilos, estratégias, esquemas, etc.) que sdo frequente-
mente usados em matemdtica. Em geral, a mesma demonstracdo pode ser reformulada e rearran-
jada de modo a se enquadrar em varios esquemas distintos. Dependendo do caso, algumas dessas
versoes podem ser mais faceis de encontrar, escrever e entender do que outras. No restante deste
capitulo vamos descrever algumas técnicas frequentemente utilizadas em provas.

4.2 Demonstracao de implicacoes

No decorrer de muitas demonstragdes, temos que provar implicagoes da forma p — ¢, isto € se p
€ verdadeira, entdo q também €. A afirmacgdo p é chamada de hipdtese, premissa ou condi¢do, e a
afirmacdo g € chamada de tese ou conclusdo.

4.2.1 Método direto

No método direto de demonstracao, supomos que a hipétese p € verdadeira, e usamos uma sequéncia
de proposi¢Oes que sdo consequéncias l6gicas das anteriores, até obter a tese g. Esta sequéncia de
passos prova a implica¢do p — g. Por exemplo, digamos que € preciso provar a afirmagdo

Teorema 4.1: Se m e n sdo inteiros pares, entao m + n € par.
Podemos escrever a seguinte demonstracao:

Prova:

Suponha que m € par. (Hipotese.)

Suponha que n € par. (Hipotese.)

Existe um inteiro r tal que m = 2r. (Defini¢do de “par™).
Existe um inteiro s tal que n = 2s. (Defini¢ao de “par™).
m+n=2r+2s=2r+s). (De 3 ed4, por dlgebra.)
Sejat = r + s. (Introdugdo de varidvel.)

Existe um inteiro ¢ tal que m + n = 2t. (De 6.)

el A Sl ol L

m + n € par. (Defini¢do de “par”, dada 6. Tese.)

Fim.

Supde-se que cada um dos passos acima € um raciocinio simples o bastante para ser aceito como
valido pelo leitor. Estritamente falando, cada passo deveria ser uma aplicacdo de uma regra de
inferéncia, tirada de uma lista fixa de regras que todos os matematicos aceitam como vélidas e fun-
damentais. Uma das regras comumente aceitas, por exemplo, € a regra de modus ponens: se ja de-
monstramos que uma proposicado p € verdade, e que p — ¢, entdo podemos considerar a proposi¢ao
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q demonstrada. Mais geralmente, qualquer das implicagcdes 16gicas vistas na se¢cao 3.3.4 pode ser
um passo de uma demonstracdo. Outras regras sao necessdrias para lidar com quantificadores,
como nos passos 5—7 da prova acima (veja se¢Oes 4.4—4.5).

Na prética, os passos sdo escritos de maneira muito abreviada, na suposi¢ao de que o leitor
consegue perceber as regras de inferéncia usadas nas entrelinhas, e expliciti-las se for preciso. Por
exemplo, a demonstracdo acima normalmente seria escrita da seguinte maneira:

Prova:

Suponha que m e n sdo inteiros pares. Por defini¢cdo de nimero “par”, existem inteiros r
estaisquem = 2ren = 2s. Logom+n = 2r +2s = 2(r + s). Como r + s € inteiro,
concluimos que o inteiro m + n € par, pela definicio. Isto prova que, se m € n sdo pares,
m + n é par.

Fim.

Exercicio 4.1: Demonstre que o produto de um inteiro par por um inteiro impar € par.
Exercicio 4.2: Demonstre que se r ¢ um niimero racional diferente de zero, entao % ¢ racional.

Exercicio 4.3: Demonstre que, para quaisquer conjuntos A, B, C e D, as seguintes afirmagdes sdo
sempre verdadeiras

e SexeA,(A\B)C(CNnD)ex¢ D,entdo x € B.
e Se Be C sao disjuntos, A C CexeA,entdo x ¢ B.

e SexeCe(ANC)C B,entdo x ¢ (A\ B).

Exercicio 4.4: Sejam X, X5, Y|, ¥, subconjuntos de um conjunto U. Suponha que X; UX; = U e
YINY,=,queX; CYieque X, C Y Proveque X1 =Y e Xy =Y>.

4.2.2 Meétodo da contrapositiva

No método da contrapositiva, para provar a afirmacdo p — ¢, supomos que a negagdo da tese
—q € verdadeira, e procuramos uma sequéncia de deducdes légicas que termina com a negacao da
hipétese —p. Esta sequéncia de passos prova que (-g) — (—p). Como vimos na se¢ao 3.3.2, esta
afirmacao é logicamente equivalente a p — ¢, que portanto também estd provada.

Por exemplo, digamos que € necessdrio provar a afirmacao:

Teorema 4.2: Se n? é um inteiro par, entdo n é par.

Prova:

Suponha que n € impar. Pela defini¢dao de “impar”, existe um inteiro k tal que n = 2k + 1.
Portanto n*> = 2k + 1)? = 4k> + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1. Como 2k> + 2k é um inteiro, pela
definicdo de “fmpar” concluimos que n? é impar.

Pela regra da contrapositiva, isto prova que, se n’

par.

€ um inteiro par, entdo n € um inteiro
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Fim.

Exercicio 4.5: Demonstre que, para todo inteiro n, se n® + 5 é impar, entio n é par.

Exercicio 4.6: Seja n um ndmero inteiro da forma 4k + 3, k > 0. Demonstre que ndo existem
inteiros x, y tais que X2+ y2 =n.

4.2.3 Método de reducao ao absurdo

O método de redugdo ao absurdo (também chamado de prova indireta ou por contradicdo), baseia-
se na equivaléncia l6gica entre a férmula (p — ¢) e a férmula (p A =g) — F, vista na sec¢do 3.3.2.
Neste método, para provar a afirmacio p — ¢, supomos que tanto a hipdtese p quanto a negacao
da tese —¢g sao verdadeiras, e procuramos uma sequéncia de deducdes ldgicas que termina com
uma contradi¢do (uma afirmacdo com valor 16gico F). Isto prova a afirmacdo (p A -g) — F, e
portanto também a afirmagdo equivalente a p — gq.

Por este método, a afirmacdo

Teorema 4.3: Se m e n sdo inteiros pares, entdo m + n € um inteiro par
pode ser provada desta maneira:

Prova:

Suponhamos que m e n sdo inteiros pares € m + n € um inteiro impar; vamos mostrar que
estas suposicOes levam a uma contradi¢do.

Pela definicdo de “par”, existem r e s inteiros tais que m = 2r e n = 2s. Pela defini¢cdo
de “impar”, existe um inteiro j tal que m + n = 2j + 1. Logo 2r + 2s = 2j + 1, ou seja,
r+s—j=1/2. Isto é falso pois r + s — j € um inteiro.

Esta contradi¢do prova que, se m € n sdo inteiros pares, m + n € um inteiro par.

Fim.
Exercicio 4.7: Seja n um nimero inteiro da forma 4k + 3, k > 0. Escreva uma demonstra¢io
detalhada de ndo existem inteiros x, y tais que x> + y* = n.

Exercicio 4.8: Demonstre que a soma de um ntimero racional com um ntimero irracional é um
numero irracional.

Exercicio 4.9: Demonstre que o nimero V2 ¢ irracional.

Exercicio 4.10: Sejam x, y, z nimeros reais. Demonstre que pelo menos um deles é maior ou igual
a média aritmética dos trés.

Exercicio 4.11: Demonstre que, se p é um inteiro fmpar, entio a equagio x> + x — p = 0 nio tem
solucdo inteira.

Exercicio 4.12: Demonstre que, se » ¢ um nimero irracional, entdo % ¢ irracional.
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4.2.4 Implicacao com tese conjuntiva

Para provar uma conjun¢do de duas afirmagdes p A g, basta provar cada uma das afirmagdes sepa-
radamente.

Em particular, para provar uma implicacdo da forma p — (g A r), podemos observar que
ela equivale logicamente a afirmacdo “(p — ¢) A (p — r)”. Portanto, basta provar cada uma
destas duas implica¢des separadamente. Se usarmos o método direto para provar cada implicacao,
supomos que p € verdadeira; provamos entdo g; € provamos em seguida r.

Por exemplo, considere o teorema abaixo:

Teorema 4.4: Se 6 divide um inteiro », entdo 2 divide »n e 3 divide n.

Prova:

Se 6 divide n entdo existe um inteiro k tal que n = 6k. Entdo, n = 2(3k), logo 2 divide n.
Temos também que n = 3(2k), logo 3 divide n. Portanto 2 divide n e 3 divide n.

Fim.

Depois de provar a parte p — ¢, podemos supor que g também € verdadeira, o que pode
facilitar a prova de r. Ou seja, para provar p — (g A r), podemos provar “p — ¢’ e em seguida
“pNqg) > 1.

Essa andlise pode ser estendida para tese com trés ou mais termos, isto €, p — (g1 Aq2 Agz -+ A
qn) € equivalente a (p = g1) A(p = q2) A== A (P = qn).

4.2.5 TImplicacao com hipdtese disjuntiva

Suponha que € necessario provar uma implicacido da forma (p V q) — r, onde a hipdtese é uma
disjunc¢ao de duas afirmacoes. Pode-se verificar que esta implicacao equivale a (p — r) A(g — r).
(Note a troca de ‘v’ por ‘A’.) Portanto, basta provar cada uma destas duas implica¢des separada-
mente.

Assim como na secdo 4.2.4 podemos estender essa técnica para hipdteses com trés ou mais
termos. Observamos que (p; Vpa V-V p,) — gequivalea(py > Q)A(p2 > QAN AN(p, = q)
e se cada uma das implicagdes for provada pelo método direto, a demonstracdo consistird de uma
lista de casos:

e Caso 1: Supomos que p; vale. Provamos g.
e Caso 2: Supomos que p, vale. provamos q.
o ...
e Caso n: Supomos que p, vale. Provamos q.
Note que os casos ndo precisam ser mutuamente exclusivos. Por exemplo:

Teorema 4.5: Para quaiquer inteiros m e n, se m for par ou n for par, entdo mn € par.
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Prova:
Sejam m e n inteiros quaisquer. Temos dois casos (ndo exclusivos):
e Caso 1: m € par. Pela defini¢do, existe um inteiro ¢ tal que m = 2q. Nesse caso,
mn = (2g)n = 2(nq), e portanto mn & par.
e Caso 2: n é par. pela defini¢do, existe um inteiro r tal que n = 2r. Nesse caso
mn = m(2r) = 2(mr), e portanto mn € par.
Portanto, se m € par ou n € par, mn € par.

Fim.

Muitas vezes os casos ndo sao 6bvios no enunciado, e tem que ser intuidos. Por exemplo, considere
este teorema:

Teorema 4.6: Se o numero inteiro n ndo € divisivel por 3, entdo seu quadrado tem resto 1
quando divisivel por 3.

Prova:

Seja n um inteiro ndo divisivel por 3. Podemos escrever n = 3p + r, onde p e r sdo inteiros
e ré1ou?2. Entio n*> = Bp +r)* = 9p* + 6pr + r*. Note que 9p? + 6pr é um multiplo de
3, portanto n? 2. Temos dois casos:

e Caso l: r=1,entio r? =1, cujo resto na divisdo por 3 € 1.

e Caso 2: r = 2, entdo 7> = 4, cujo resto na divisdo por 3 € 1.

Portanto, o resto de n” é 1.

Fim.

Exercicio 4.13: Demonstre que ndo existem solucdes inteiras x e y para a equagio x> + 3y> = 8.
Exercicio 4.14: Demonstre que, se x e y sd0 nimeros reais, entdo max(x,y) + min(x,y) = x+y

Exercicio 4.15: Demonstre que o quadrado de um nimero inteiro, ndo divisivel por 5, tem resto 1
ou 4 quando dividido por 5.

Exercicio 4.16: Demonstre que o algarismo das unidades do quadrado de qualquer inteiro n é 0, 1,
4,5,60u09.

Exercicio 4.17: Demonstre que o algarismo das unidades da quarta poténcia de qualquer inteiro n
€0,1,50u6.

Exercicio 4.18: Demonstre que, para todo inteiro n, se n ndo € divisivel nem por 2 nem por 3,
entio n®> — 1 é divisivel por 24.
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4.3 Demonstracoes de afirmacoes ‘‘se e somente se”’

Outro tipo comum de teorema tem a forma p < ¢, ou seja, “p vale se e somente se g vale.”

Para demonstrar este tipo de teorema, podemos usar a equivaléncia 1ogica entre as afirmacdes
p e qge(p— q)A(g — p). Ou seja, dividimos a demonstracdo em duas partes: (1) prova que
p — ¢q; (2) prova que ¢ — p. Por exemplo:

Teorema 4.7: Os inteiros x € y s3o ambos impares se, e somente se, o produto xy € impar.

Prova:
Sejam x e y inteiros quaisquer.
e Parte (1): provaremos que, se x € y sdo impares, entdo xy € impar. Se x e y sdo
impares, por defini¢do existem inteiros r € s tais que x = 2r+1 ey = 2s+ 1. Portanto

xy=Q2r+1)R2s+1)=2(rs+r+s)+ 1. Como rs+ r + s € um inteiro, concluimos
que xy € impar.

e Parte (2): provaremos que, se xy € impar, entdo x e y sdo ambos fmpares. Ou seja
(pela contrapositiva), que se x € par ou y € par, entdo xy € par. Temos dois casos (nido
exclusivos):

— Caso (a): x é par. Neste caso existe um inteiro r tal que x = 2r. Portanto
xy = (2r)y = 2(ry). Como ry € inteiro, concluimos que xy € par.

— Caso (b): y € par. Entdo existe um inteiro s tal que y = 2s. Portanto xy = x(2s) =
2(xs). Como xs € inteiro, concluimos que xy € par.

Fim.

Observe que neste exemplo usamos o método da contrapositiva na segunda parte. Com essa
escolha, que € bastante comum, a prova de p < ¢ passa a ser (1) prova de que p — ¢; (2) prova

de que (=p) = (=9).
Exercicio 4.19: Prove que um nimero inteiro positivo n é {mpar se, e somente se, Sn + 6 é {mpar.

Este método pode ser generalizado para afirmacdes com trés ou mais termos, como (p; <
P2)A(p2 © p3)A---A(p.—1 < pu). Observe que esta afirmacdo significa que, no contexto corrente,
todas as afirmacgdes pi, pa2, ..., p, a0 equivalentes. Esta afirmacdo € logicamente equivalente a
(p1 = p2) A(p2 = p3) A== APt = Pu) A (pa — p1)- Por exemplo:

Teorema 4.8: Para todo inteiro n, as seguintes afirmacdes sao equivalentes:

1. n é um numero par
2. n—1 é um numero impar

3. n? é um ndmero par.

Prova:
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Parte (1): vamos provar que se n € par entdo n — 1 € impar. Como n € par, por definicdao
existe um inteiro r tal que n = 2r. Logo,n—1=2r—-1=2(r—-1)+1. Comor —1¢
inteiro, concluimos que n — 1 € impar.

Parte (2) vamos provar que, se n — 1 é fmpar, entdo n* é par. Como n — 1 é impar, existe
um inteiro stalque n—1 =25+ 1. Logon=2s+ 1)+ 1 =2(s+ 1), e n®> = 2(s + 1))* =
2(2(s + 1)%). Como 2(s + 1)? é inteiro, concluimos que n? é par. Portanto n> = 4(k + 1)* =
2(2(k + 1)?) é par.

Parte (3) vamos provar que, se n* é par, entdo n € par. Esta afirmagio é verdadeira pelo
teorema 4.2.

Fim.

Exercicio 4.20: Demonstre que as seguintes afirmacdes sdo equivalentes:

1. (Ax)P(x) A (Vy)(P(y) = y = X).
2. (Ax)(Vy) P(y) & y = x.
3. (Ax) P(x) A (V)(Y2) (P(Y) A P(2)) = y = X)

Exercicio 4.21: Demonstre que, se x e y sdo nimeros reais, as seguintes afirmacdes sdo equivalen-
tes:

1. x é menor que y.
2. A média aritmética de x e y é maior que x.

3. A média aritmética de x e y é menor que y.

Algumas vezes € possivel demonstrar afirmacdes do tipo p < ¢ sem dividir as duas implicagdes.

Por exemplo, em alguns casos € possivel obter g a partir de p (ou vice-versa) através de uma cadeia
de equivaléncias l6gicas. Essa cadeia entdo € uma prova de que p < g.

Teorema 4.9: Sejam A e B conjuntos. Prove que (A C B) & (AN B = 0).

Prova:

A C B é equivalente a (Vx € A) x € B; que é equivalente a (Vx € A) x ¢ B. Esta afirmacio
€ equivalente a (Vx)(x € A) — (x ¢ B), que € equivalente a (Vx), =((x € A) A (x € B)).
Pela defini¢do de interseccido, esta afirmacdo equivalea A N B = 0.

Fim.

Exercicio 4.22: Em cada item abaixo, encontre e prove uma condi¢do necessdria e suficiente
sobre dois conjuntos A e B para que a férmula seja verdadeira, qualquer que seja o conjunto X.

a) AU(XNB)=(AUX)NB).
b) A\(X\B)=(A\X)\B)
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4.4 Regras para quantificadores universais

4.4.1 Instanciacao universal

No decorrer de uma prova, uma vez que tivermos estabelecido a veracidade de uma afirmacao do
tipo (Vx € D) P(x), podemos afirmar P(c) para qualquer elemento ¢ do dominio D. Por exemplo,
se tivermos provado que “para todo inteiro x, 2* > x?”, podemos imediatamente concluir que
2418 > 4182, Esta regra é chamada de instanciagdo universal.

4.4.2 Generalizacao universal

Por outro lado, se o objetivo € provar uma afirmagao do tipo (Vx € D) P(x), podemos comegar su-
pondo que x € um elemento de D escolhido arbitrariamente, e omitir o quantificador no restante da
prova. Se, com essa suposi¢ao, conseguirmos provar a afirmac¢ao P(x), podemos concluir que o te-
orema original (com o quantificador) € verdadeiro. Este ultimo passo € chamado de generalizacdo
universal ou suspensdo do quantificador universal.

O mesmo método pode ser usado para varios quantificadores universais encaixados. Por exem-
plo:

Teorema 4.10: Para quaisquer nimeros reais x e y, (x + y)> — (x — y)> = 4xy.
Prova:
Sejam x e y dois ndmeros reais quaisquer.

Pelo teorema do bindmio, temos (x + y)> = x> + 2xy + %, e (x — y)> = x> — 2xy + y°.
Portanto, (x + y)* = (x = y)* = (x* + 2xy +y?) = (" = 2xy +y?) = 4xy.

Fim.

Ao usar este método, deve-se tomar cuidado para usar varidveis que ndo tenham significado ja
definido anteriormente.

Exercicio 4.23: Prove a seguinte proposi¢ao:

(VxeZ) Ny eZ) Nk eZYx+y =Tk & 4x -3y =74k - y)

4.4.3 Demonstracao por vacuidade

Lembramos que, se E é o conjunto vazio, a afirmacado (Vx € E) Q(x) é verdadeira, qualquer que
seja o predicado Q. Como vimos na se¢do 3.6.4 esta afirmacao é verdadeira por vacuidade.

Exemplo 4.1: Todos os pares primos maiores que dois sdo quadrados perfeitos.

Esta afirmacdo € verdadeira por vacuidade pois ndo existem primos pares maiores que dois.

Uma maneira de provar uma afirmacao da forma (Vx € D) P(x), para um dominio arbitrério D,
€ mostrar que ela é equivalente a outra afirmagao (Vx € E) Q(x), para um certo dominio E e algum
predicado Q; e entdo mostrar que E € vazio.

Por exemplo, a afirmagdo (Vx € D) A(x) — B(x)equivalea(Vx € E)B(x)onde E ={x€ D : A(x) }.
Portanto, se mostrarmos que A(x) € falsa para todo x em D, a afirmacdo (Vx € D)A(x) — B(x)
estard provada por vacuidade — qualquer que seja o predicado B.
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Exemplo 4.2: Para todo niimero inteiro x, se x> = 5 entiio x é par.

Esta afirmacdo pode ser escrita (Yx € D) Q(x) — P(x) onde D = Z, Q(x) significa “x> = 57, e P(x)
€ “x é par”. Ela é equivalente a “Para todo nimero inteiro x cujo quadrado é 5, x é par”, ou seja
(Vx € E) P(x) onde E € o conjunto dos inteiros cujo quadrado € 5. Como E é vazio, a afirmagdo é
verdadeira por vacuidade.

4.5 Regras para quantificadores existenciais

4.5.1 Instanciacao existencial

Uma vez que estabelecemos a veracidade de uma proposi¢do do tipo (dx € D) P(x), podemos
supor, dali em diante, que a varidvel x € um dos elementos cuja existéncia € afirmada, e portanto
que P(x) é verdadeira. Desse ponto em diante, a varidvel x passa a ser livre (veja se¢ao 3.6.10).
Esta regra é chamada de instanciacdo existencial.

Para evitar confusdo, a varidvel x deve ser distinta de todas as outras varidveis livres criadas em
passos anteriores da demonstracdo. Se necessdrio, pode-se trocar a varidvel do quantificador.

4.5.2 Demonstracoes construtivas

Por outro lado, em muitas demonstracdes € necessario provar a existéncia de objetos com uma
propriedade particular, ou seja, sdo da forma (dx € D) P(x). Uma maneira de chegar a essa
conclusdo € através de uma demonstragdo construtiva, em que se exibe um elemento especifico a
do dominio D (explicitamente, ou através de uma construcdo algoritmica) e prova-se que P(a) é
verdadeira, para esse elemento. Por exemplo:

Teorema 4.11: Existem trés niimeros inteiros positivos tais que x> + y> = z2.

Prova:

Sejam x = 3,y = 4,ez = 5. Como x*> +y> = 32 + 4% = 25 = 52 = 7, a afirmacdo é
verdadeira.

Fim.

(Trés numeros x,y,z que satistazem o teorema 4.11 sdo chamados de tripla de inteiros pi-
tagoricos ou tripla pitagorica. Essas triplas correspondem a tridngulos retdngulos cujos lados tém
comprimentos inteiros.)

Naturalmente, este método pode ser usado como parte de uma demonstracao mais longa. Por
exemplo:

Teorema 4.12: Para todo niimero natural n, se 2" — 1 € primo, entdo n € primo.

Prova:

Seja n um nimero natural. Vamos provar a contrapositiva, ou seja, que se n nao ¢ um
nimero primo, entdo 2" — 1 ndo € primo. Se n = 0 ou n = 1, nenhum dos dois € primo,
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e a afirmacao € trivialmente verdadeira. Suponhamos entdo que n € maior que 1 e ndo é
primo. Por defini¢do, existem inteiros r € s maiores que 1 e menores que n tais que n = rs.

Vamos agora mostrar que existe um inteiro x que € divisor proprio de 2"—1. Sejax = 2°—1
ey=1+2°+2%+...4+20"Ds Entdo

Xy = (25— 1)(1+2° 422 4. 420703

25(1 4 254+ 22 4o 4 207D8) (1 425 4225 4 ... 4 20 Dy)
(25 +2% 4+ 27) — (1 + 25 + 2% 4 - 4 20 Dy)

27 —1

= 2"-1.

Uma vez que s é maior que 1 e menor que 7, temos que x = 2° — 1 é maiorque 2' — 1 =1
e menor que 2" — 1. Ou seja, x € um divisor proprio de 2" — 1.

Concluimos portanto 2" — 1 ndo € primo.

Fim.

Observe na demonstracdo acima, que a existéncia do divisor préprio de 2" — 1 foi provada exibindo
um x e provando que ele tem essa propriedade. Esta regra de inferéncia é também chamada de
generalizagdo existencial.

Outro exemplo de demonstracao construtiva € a seguinte afirmac¢do, conhecida como teorema
do deserto de primos:

Teorema 4.13: Para todo numero inteiro positivo 7, existe uma sequéncia de n nimeros
inteiros consecutivos que nao sao primos.

Prova:

Seja n um inteiro positivo, e seja x = (n + 1)! + 2. Observe que

2 divide x = (n+1)!+2, 4.1

3 divide x+1 = (n+1)!+3, (4.2)

4.3)

n+1 divide x+(n—=1) = (n+ D! +n+1. (4.4)

Logo todos os inteiros x + i com 0 < i < n s@0 ndo primos; e eles formam uma sequéncia
de n inteiros consecutivos.

Fim.
Exercicio 4.24: Existem 100 inteiros consecutivos que ndo sao quadrados perfeitos.

Exercicio 4.25: Demonstre que existem dois inteiros positivos consecutivos, tal que um é um cubo
perfeito e o outro é um quadrado perfeito.
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4.5.3 Demonstracoes nao construtivas

Em alguns casos, é possivel demonstrar a existéncia de um elemento que satisfaz uma dada
condi¢do mesmo sem exibir explicitamente tal elemento. Uma demonstracao deste tipo € chamada
de demonstracdo ndo construtiva. Por exemplo:

Teorema 4.14: Existem dois nimeros reais irracionais x e y tais que x” € racional.

Prova:

Sabemos que nimero V2 é irracional. Se (\5)‘5 for racional, a afirmacdo estd satisfeita

tomando-se x = V2 e y = V2. Por outro lado, se (\/5)‘/5 for irracional, podemos tomar
X = (\/5)\/E ey= V2. Entdo x’ = (( \/5)‘5)‘/E = (\/5)‘/5"/E = (\5)2 = 2 que € racional.

Fim.

Observe que esta demonstragdo prova que existem valores de x e y que satisfazem a condigao,
mas deixa em suspenso o valor de x (\5 ou (\/i) ‘5). Para tornar esta demonstraciao construtiva,
teriamos que determinar se ( \/5) V2 ¢ racional ou ndo; mas este € um problema muito dificil.

Outro exemplo cldssico de demonstragdo ndo construtiva de existéncia € o seguinte teorema,
atribuido a Euclides (360 AC - 295 AC).

Teorema 4.15: Existem infinitos nimeros primos.

Prova:

Vamos usar o método da demonstragdo por absurdo. Suponhamos que existem finitos
ndmeros primos, a saber 2,3,5,...,p. Sejanointeiro 2X3x5X%--- X p)+ 1. Comon é
maior que 1, ele tem algum fator primo r. Observe que n nao € divisivel por 2, 3,5, ..., p,
pois tem resto 1 quando dividido por qualquer desses niimeros. Portanto, r, que é divisor
de n, ndo pode ser nenhum dos primos listados acima. Isso contradiz a suposi¢do de que
essa lista contém todos os primos.

Fim.

4.5.4 Demonstracao de existéncia e unicidade
Lembramos que uma afirmacao do tipo (d!x € D) P(x) equivale logicamente a

((3x € D) P(x)) A (Yx € D)(Vy € D) (P(x) A P(y)) = x = y))
Portanto, uma demonstragao de existéncia e unicidade pode ser dividida em duas partes:

e Existéncia: prova-se-se (construtivamente ou nio) que existe pelo menos um x em D que
satisfaz P(x).

e Unicidade: supde-se que y também € um elemento de D que satisfaz P(y), e prova-se que
ele € igual ao x cuja existéncia foi mostrada na primeira parte.
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Teorema 4.16: Para todo nimero complexo z diferente de zero, existe um tnico nimero
complexo x tal que zx = 1.

Prova:

Seja z um nimero complexo qualquer, diferente de zero. Por definicdo, existem a e b em
R tais que z = a + bi, onde i é um elemento de C tal que i* = —1.

Vamos primeiro mostrar que existe pelo menos um x em C tal que zx = 1. Como z é
diferente de zero, pelo menos um dos numeros a e b € diferente de zero. Isso implica que
a* + b?* é positivo. Seja entdo x = (a — bi)/(a* + b*). Temos que

(a + bi)((a — bi)/(a* + b?))

(a® — abi + abi — b*1?)/(a*> + b?)
(@ + B)/(@ + b?)

1.

X

Suponha agora que y € um nimero complexo qualquer tal que zy = 1; vamos mostrar que
ele € igual a x. Multiplicando os dois lados da equagdo zy = 1 por x temos (zy)x = x.
Como a multiplicacdo de nimeros complexos € associativa e comutativa, esta afirmacao
equivale a (zx)y = x. Como zx = 1, concluimos que y = x.

Fim.

Exercicio 4.26: Demonstre que, se m e n sdo inteiros distintos e m — n é par, entao existe um tinico
inteiro r tal que |m — r| = |n —

Exercicio 4.27: Demonstre que, se » ¢ um niimero irracional, entdo existe um tnico inteiro 7 tal
que a distancia entre r e n € menor do que 1/2.

Exercicio 4.28: Prove que para qualquer matriz A 2 X2 de nimeros reais com determinante |a| nao
nulo existe uma tinica matriz B 2 X 2 de nimeros reais tal que

1 0
o))

4.5.5 Demonstracao de falsidade por contra-exemplo

Demonstracdes de existéncia sdo usadas, em particular, para refutar conjeturas da forma (Vx €
D) P(x); pois a negacdo desta afirmacdo é (dx € D)-P(x). Neste caso dizemos que o elemento
x de D que comprovadamente ndo satisfaz P(x), e que portanto mostra a falsidade da conjetura, é
um contra-exemplo para a mesma.

Considere a seguinte afirmacao: “Para todo primo n, o inteiro 2" — 1 é primo.” Esta afirmac¢ao
ndo é verdadeira, basta ver que o ndmero n = 11 é um contra-exemplo, pois P(11) = 2! -1 =
2047 = 23 x 89.
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Exercicio 4.29: Demonstre (por meio de contra-exemplos) que as seguintes conjeturas sio falsas:

a) Todo inteiro positivo é soma dos quadrados de trés inteiros.
b) Se n é um niimero inteiro e 4n é par, entdo n é par.

¢) O produto de dois nimeros irracionais é um nimero irracional.

Exercicio 4.30: Em cada caso abaixo, demonstre (por meio de contra-exemplo) que as duas
proposi¢cdes ndo sao equivalentes:

a) (VxeD)P(x)vQO(x) e ((VYxe€D)P(x)V (¥Yx e D)Q(x)).
b) Axe D)P(x) AQ(x) e ((Ix e D)P(x)) A (Ix € D) O(x)).



Capitulo 5

Inducao Matematica

5.1 Introducao
Seja P(n) uma sentenca matemadtica que depende de uma varidvel natural n, a qual se torna verda-

deira ou falsa quando substituimos n por um nimero natural dado qualquer. Estas sentengas sdao
chamadas sentencas abertas definidas sobre o conjunto dos niimeros naturais N. Exemplos:

1. P(n): “n € impar.” Observe que esta afirmacdo € verdadeira para alguns valores de n e falsa
para outros.

2. P(n): “n*~n+41 é um nimero primo.” Neste exemplo podemos verificar, nio tdo facilmente,
que P(1), P(2), ..., P(40) sdo verdadeiros mas P(41) = 412 é falso.

75
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3. P(n): “2n + 6 é par.” E fécil ver que 2n + 6 = 2(n + 3) para qualquer n, portanto P(n) é
verdade para todo n.

4. P(n): “1+3+5+---+(2n+1) = (n+ 1)~ Serd que conseguiremos encontrar algum m tal
que P(m) seja falso?

Depois de algumas tentativas comecamos a desconfiar que a sentenca P(n) do exemplo 4 € ver-
dadeira para todo n € N. Como poderiamos provar isso? Obviamente ndo podemos testar, um por
um, todos 0s nlimeros naturais pois eles sao em nimero infinito. Algumas proposi¢des P(n), como
no exemplo 3. podem ser demonstradas usando dlgebra e as técnicas estudadas anteriormente. No
exemplo 4, como o lado esquerdo da igualdade ndo é uma forma fechada, ela ndo pode ser tra-
tada algebricamente. Para estes casos, vamos precisar de uma nova técnica, a demonstragdo por
indugcdo matemdtica.

5.2 Principio de Inducao Matematica

O principio da indugcdo matemdtica (PIM) € a principal ferramenta para demonstrar sentencgas da
forma “(Vn € N) P(n)”. Ele diz o seguinte:

Axioma 5.1: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre N. Suponha que:

1. P(0) é verdade, e
2. Sempre que P(k) é verdade, para algum k € N, temos que P(k + 1) é verdade.

Entdo P(n) é verdade para todo n € N.

Este principio pode ser visto como uma propriedade fundamental dos nimeros naturais. Estes
podem ser definidos por um conjunto de axiomas enunciados pelo matemadtico Giuseppe Peano em
1889; e um dos postulados de Peano € equivalente ao PIM.

Para demonstrar uma afirmacio “(Vn € N) P(n)” usando o PIM, podemos entio seguir este
roteiro:

e Base da Indugdo: Provar que P(0) é verdade.

e Hipotese de Indugdo: Supor que para algum k € N, P(k) é verdade.

e Passo da Indugdo: Provar que P(k + 1) € verdade.

Exemplo 5.1: Provar que, para todo n > 0:
1+3+5++Qn+1)=(n+1)>

Prova:
e Base: P(0) é verdade pois a expressao acima € trivialmente vélida paran = 0.

e Hipotese de indugdo: suponhamos que para algum k, P(k) é verdade, isto é,

1+3+54--+Qk+1)=(k+1)
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Fim.

Exemplo 5.2: Dizemos que um conjunto de » retas no plano estdo em posigcdo geral se nao possui
duas retas paralelas e nem trés retas se interceptando num mesmo ponto. Vamos provar por indugao

Passo de indugdo: temos de provar que P(k + 1) é verdade, isto é temos que provar
que:
1+345+- -+ Qk+ D+ QK+ 1D +1)=((k+ 1)+ 1)?

Pela hipétese de inducdo, temos
[1+34+5+---+Q2k+D]+QKk+1D+1)) =[(k+ 1)2]+(2(k+ H+1)
Por simples célculos verficamos que o lado direito é igual a
((k + 1) + 1)?

Isto mostra que P(k + 1) é verdade, toda vez que P(k) é verdade. Portanto, pelo PIM,
a férmula € vdlida para todo nimero natural 7.

que um conjunto de n retas em posicado geral divide o plano em R, = n(n + 1)/2 + 1 regides.

Prova:

Base: Paran = 0 temos apenas uma regidio. Como Ry = 0(0+1)/2+1 = 1, a férmula
¢ vélida neste caso.

Hipotese de indugdo: Suponhamos que para algum k a férmula € vélida, isto é quais-
quer k retas em posicao geral dividem o plano em Ry = k(k + 1)/2 + 1 regides.

Passo da inducdo: temos que provar que quaisquer k + 1 retas em posi¢do geral
definem Ry, = (k+ 1)(k + 2)/2 + 1 regides.

Sejam Ly, Ly, ..., Ly essas retas. Compare as regides do plano definidas por elas,
que chamaremos de regides novas, com as regioes velhas definidas pelas primeiras k
dessas retas. Observe que algumas das regides velhas sao divididas pela dltima reta
L1, cada uma delas formando duas regides novas; enquanto que as demais regides
velhas sao também regides novas.

Como as retas estdo em posicao geral, a reta L, cruza cada uma das k retas ante-
riores em k pontos distintos. Em cada um desses cruzamentos, a reta Ly, passa de
uma regido velha para outra. Essas regides sdo duas a duas distintas porque estdo
em lados opostos de alguma reta L;, com 1 < i < k. Portanto a reta Ly corta k + 1
regides velhas, que dao origem a 2(k + 1) regides novas. Ou seja,

Ris1 = Re— (k+ 1)+ 20k + 1) = Ry + (k + 1)

Como as retas Ly, Ly, ..., L; estdo em posi¢do geral, podemos usar a hipdtese de
inducdo. Obtemos

Re+k+1)=ktk+1)/2+1+k+1=(k+1)k+2)/2+1.

Fim.

77
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5.2.1 Formulacao do PIM usando conjuntos

O Principio da Inducdo Matemadtica também pode ser enunciando usando a linguagem da teoria de
conjuntos:

Teorema 5.1: Seja S um subconjunto de N tal que

1. 0e S, e

2. sempre que k € §, para algum k € N, temosque k+ 1 € S.
Entdo § = N.

Este teorema pode ser facilmente mostrado usando o PIM. Por outro lado, podemos demonstrar o
PIM supondo que o teorema acima é verdade, e considerando o conjunto S de todos os naturais n
para os quais P(n) € verdadeira.

Exercicio 5.1: Prove que (Vn e N)2° + 271 4272 4273 4 ... 427 <2,
Exercicio 5.2: Prove que (Vn e N)1-20+2.2' +3.22 4+ ... 4n- 2" =1 + (n - 1)2"
Exercicio 5.3: Prove que (Yn € N)2" > n.

Exercicio 5.4: Prove que (Yn € N\ {0})n" > n! (onde n! denota o fatorial de um inteiro n; veja
secdo 8.9).

Exercicio 5.5: Prove que, para todo n € N, 9" — 1 € divisivel por 8.

Exercicio 5.6: Prove que, para todo n € N, a" — 1 € divisivel por a — 1 para todo nimero inteiro
a> 1.

Exercicio 5.7: Prove que, para todo n € N, 117*2 + 122! & divisivel por 133.

woon
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Exercicio 5.8: Prove que, para todo n € N, & + 5 + 5 — 55 € um niimero inteiro.

Exercicio 5.9: Suponha que uma caixa contém p bolas vermelhas e ¢ bolas amarelas, e que o
seguinte procedimento € repetido até sobrar uma tnica bola na caixa: “Retire duas bolas da caixa;
se elas tiverem a mesma cor, coloque uma bola vermelha na caixa; se elas tiverem cores diferentes,
coloque uma bola amarela na caixa. Em ambos os casos, ndo devolva a caixa as bolas retiradas.”
Descubra qual € a cor da bola que ficard na caixa, em funcdo de p e g. Demonstre, por indu¢do no
nimero de bolas p + ¢, que a sua resposta esta correta.

Exercicio 5.10: Prove que, para todo n € N, 22" — 1 é um miiltiplo de 3.

5.3 Generalizacoes da Inducao Matematica

H4 muitas variacdes do principio da indu¢cdo matematica, que sdo no fundo equivalentes, mas
podem tornar algumas demonstracdes mais simples.
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5.3.1 Base genérica

Muitas vezes precisamos provar que uma sentenga aberta P(n) vale para todos os nimeros naturais
maiores ou iguais a um certo ng; ou seja, que “(Vn € N)n > ny — P(n)”. Por exemplo, a afirmacao
n* > 3n é verdadeira para todo natural n maior ou igual a 4, embora nio seja verdadeira se n for 0,
1,2 ou 3.

Podemos usar o PIM para provar esse tipo de afirmacdo, de maneira indireta. Primeiro defini-
mos um outro predicado Q(m) como sendo equivalente a P(n, + m). Provamos entdo a afirmacado
(Ym € N) Q(m), usando o PIM. Essa afirmacdo entdo implica (Vn € N)n > ny — P(n).

Este raciocinio justifica o teorema geral abaixo, que nos permite provar tais afirmagdes por
indu¢do matemdtica de maneira mais direta, usando ny como base em vez de 0:

Teorema 5.2: Seja P(n) uma sentencga aberta sobre n € N, n > ny, ny um ndmero natural
qualquer. Se

1. P(ng) é verdadeira, e

2. Para todo k > ng, (P(k) — Pk + 1)),

entdo P(n) é verdadeira para todo n € N com n > ny.

Exemplo 5.3: Prove que n”> > 3n para todo n € N com n > 4.

Prova:

e Base: n = 4 é verdade pois 16 > 12.
e Hipdtese de inducdo: suponhamos que para algum k > 4, k> > 3k.

e Passo da inducdo: provar que (k + 1)*> > 3(k + 1). Temos que
k+1)? =k +2k+1
Por hipétese de inducdo k> > 3k, entio
K2 +2k+1>3k+2k+1
. Como k > 4 temos que 2k + 1 > 3, logo
3k+2k+123k+3=3k+1)
portanto, destas duas desigualdades,
k+1)> > 3(k + 1).

Fim.
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5.3.2 Passo genérico constante

Numa prova por indugdo, além de comecar com uma base n, arbitrdria, é possivel usar um incre-
mento maior que 1 no passo da indu¢do. Ou seja, o passo da indugdo pode ser a demonstracdo de
que P(k) — P(k + p), em vez de P(k) — P(k + 1). Nesse caso, o roteiro ¢ dado pelo seguinte
teorema geral:

Teorema 5.3: Seja P(n) uma sentenga aberta sobre n € N, n > ng, ny um nimero natural
qualquer, e p um inteiro positivo. Se

1. P(ng), P(ng+ 1),..., P(ng + p — 1) sdo verdadeiros, e
2. Para todo £ tal que k > ng, P(k) — P(k + p).

entdo P(n) é verdade para todo n > ny.

Observe que, neste caso, a prova da base da indug@o deve valer para p inteiros consecutivos, (n,
no+1,...,n9+ p— 1, e ndo apenas ny.

Exemplo 5.4: Prove que qualquer valor postal inteiro n > 8 pode ser obtido utilizando apenas selos
com valores 3 e 5.

Podemos provar esta afirmacio usando o teorema da induc¢do geral 5.3, com incremento p = 3:

Prova:

o Basessn=8,n=9,n=10.Como8=5+3,9=3+3+3e10=5+5temos que
a proposicao € vélida para as bases.

e Hipotese de indugdo: Suponhamos que P(k) é verdadeira para algum valor k > 8.

e Passo: Vamos provar que a proposicdo é vdlida para k + 3. Podemos obter o valor
k + 3 acrescentando um selo de valor 3 aos selos usados para obter k.

Fim.

5.3.3 Troca de variavel na hipodtese

Na hipétese de indug@o, podemos fazer uma troca de varidvel, usando k no lugar de k + 1. Nesse
caso, o roteiro da demonstracdo fica assim:

e Base da Indugdo: Provar que P(0) € verdade.
e Hipotese de Indugdo: Supor que para algum inteiro positivo k, P(k — 1) € verdade.

e Passo da Indugdo: Provar que P(k) € verdade.

5.3.4 Exercicios

Exercicio 5.11: Prove que a soma dos dngulos internos de um poligono convexo de n vértices,
n > 3,8 180(n — 2).
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Exercicio 5.12: Prove que o nimero de diagonais de um poligono convexo de n lados, n > 3, é
dado por d,, = —"("2_3).

Exercicio 5.13: Seja C um conjunto com n > 2 elementos. Prove que C tem n(n — 1)/2 subcon-
juntos com exatamente dois elementos.

Exercicio 5.14: Prove que a soma dos cubos de trés nimeros naturais consecutivos é sempre
divisivel por 9.

Exercicio 5.15: Prove que (Yn € N)n > 13 — n? < (3/2)".

Exercicio 5.16: Prove que todo valor inteiro n > 5, em dinheiro, pode ser obtido usando somente
notas de 2 ou de 5 reais.

1 1 1 1 13
TS s B S iRl 7

Exercicio 5.17: Prove que, para todo inteiro n > 2
Exercicio 5.18: Prove que, para todo inteiro n > 3, n> = 7Tn + 12 > 0.

Exercicio 5.19: Prove que, para todo inteiro n > 1, 2"+ < 3",

1 _n
ntn+ 1) n+ 1

Exercicio 5.20: Prove que, (Yn € N — {0}) 11—2 + % +

5.4 Usos indevidos da inducao matematica

E importante entender e verificar as condi¢des em que a inducdo matemadtica se aplica. Se mal
utilizada, ela pode levar a conclusdes absurdas. Nos exemplos a seguir, tente encontrar o erro na
demonstracdo.

Exemplo 5.5: Todos os cavalos t&ém a mesma cor.

Prova:

Seja a sentenca aberta P(n): “Num conjunto com n cavalos, todos os cavalos t&ém a mesma
cor.” Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo n > 1, por indugdo.

e Base: Paran = 1 a sentenca P(n) é verdadeira.

e Hipotese de inducdo: Suponha que P(k) é verdadeira para algum k > 1; isto €, em
todo conjunto com k cavalos, todos t€ém a mesma cor.

e Passo de inducdo: Vamos provar que, em todo conjunto com k + 1 cavalos, todos
tém a mesma cor. Considere um conjunto C = {cy,¢3,...,Ck, Ck+1} com k + 1 cava-
los. Podemos escrever o conjunto C como unifo de dois conjuntos, cada um com k
cavalos, da seguinte forma:

cC=C'ucC” = {c1,...,clU{ca, ..., Cix1}

Pela hipétese de inducdo, todos os cavalos de C’ tém a mesma cor. O mesmo €
verdade para C”. Como c; pertence a C’ e a C”, concluimos que os cavalos de C’
tém a mesma cor que os cavalos de C”. Logo todos os cavalos de C tém a mesma
cor.
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Fim.

Este exemplo, conhecido como paradoxo dos cavalos, foi inventado pelo matematico hingaro
George Polya (1887-1995). O exemplo a seguir ilustra um erro similar na aplicagdo do PIM, com
“conclusdo” igualmente absurda:

Exemplo 5.6: Todos os niimeros naturais sio iguais.

Prova:

Seja P(n) a sentenca aberta “todos os nimeros naturais menores ou iguais a n sdo iguais.”
Vamos provar que P(n) é verdadeira para todo n € N, por inducao.

e Base: P(0) € obviamente verdadeira.

e Hipotese de inducdo: Suponha que P(k) é verdadeira para algum k& > 0, ou seja,
todos os nimeros menores ou iguais a k so iguais.

e Passo de inducdo: Vamos provar que P(k+ 1) € verdadeira. Pela hipétese de indugao,
k —1 = k. Somando 1 em ambos os lados da iqualdade temos k = k + 1. Portanto
P(k + 1) também é verdadeira.

Fim.

O préximo exemplo mostra a necessidade de provar a base da inducao:
Exemplo 5.7: Para todo niimero natural n > 1, o nimero n” + n é fmpar.

Prova:
e Hipdtese de inducdo: Suponha que k> + k é fmpar para algum k > 1.
e Passo de indugdo: Vamos provar que (k + 1)*> + (k + 1) é impar. Observe que
+1P2+ G+ D=k +2k+1+k+1=0 +k+2(k+1)
Este resultado é fmpar, pois (k> + k) é impar pela hipétese de inducdo, 2(k + 1) & par,
e um nimero impar somado com um nimero par é impar.

Fim.

O leitor pode verificar que a afirmacgdo “provada’” acima nao € verdadeira.
Outro erro comum ¢€ ilustrado pelo exemplo seguinte:

Exemplo 5.8: Todo polindmio de grau n > 1 tem exatamente » raizes reais distintas.

Prova:

e Base da indugdo: P(1) diz que todo polindmio de grau 1 tem exatamente uma raiz
real. De fato, todo polindmio de grau 1 tem a forma ax + b com a # 0, e o nimero
real —b/a é sua Unica raiz.

e Hipotese de indugdo: Suponha que, para algum inteiro k > 1, P(k) é verdadeira; isto
é, todo polindmio de grau k tem exatamente k raizes reais distintas.
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e Passo de indugdo: Vamos provar que P(k + 1) é verdade. Seja F um polindmio de
grau k, com varidvel x. Pela hipdtese da inducdo, F tem exatamente k raizes reais
distintas. Seja r a maior dessas raizes, e seja G = (x — (r + 1))F. Pode-se ver que G
¢ um polindmio de grau k + 1. Toda raiz de F é raiz de G, e r + 1 (que € distinta de
todas essas) também €. Por outro lado, toda raiz de G deve ser raiz de (x— (r+ 1)) ou
de F. Portanto todo polindmio de grau k + 1 tem exatamente k + 1 raizes distintas;

Fim.

Obviamente essa afirmacdo & falsa, pois o polindmio x> + 1, por exemplo, nfio tem nenhuma raiz
real. Onde estd o erro da demonstracao? Observe que no passo da indugdo precisariamos provar a
afirmacdo para qualquer polindmio de grau k+ 1, mas em vez disso s6 provamos para os polidmios
que podem ser obtidos pelo produto de qualquer polindmio de grau k por um certo fator de grau
1. Acontece que existem polindmios de grau k + 1 (como x? + 1) que ndo podem ser obtidos desta
forma.

Mais formalmente, a afirmacio que queremos provar pode ser escrita como (Vn € N) (VF €
P,) O(F, n), onde P, é o conjunto de todos os polindmios de grau n, e Q(F, n) é o predicado “F tem
n raizes reais distintas.” A indugdo se aplica ao primeiro quantificador, mas ndo ao segundo. Na
demonstragdo (incorreta) acima, a hipétese de inducio € “suponha que, para algum inteiro k > 1,
(VF € Py) O(F, k). No passo de indu¢do, usamos instancia¢do universal para dizer que “seja um F
qualquer em %, pela hipétese de inducdo temos Q(F, k)”. Construimos entdo um polinémio G de
Pr+1 tal que Q(G, k + 1). Entretanto, como este G ndo foi escolhido arbitrariamente em Py, nao
podemos usar a generalizacio universal para concluir (VG € Pyy1) Q(G, k + 1).

5.5 Mais exemplos de inducao matematica

Exemplo 5.9: [Desigualdade de Bernoulli] Se ¢ € um nimero real tal que ¢ > —1 e ¢ # 0, entdo
para todo nimero natural n > 2 vale a desigualdade

A+c)">1+nc

Prova:

e Base: Para n = 2 a proposicao é verdadeira pois
1+ =142c+c*>1+2c.

e Hipotese de indugdo: Para um dado k > 2, (1 + o) > 1+ ke.

e Passo: Provar que (1 + o)**! > 1 + (k + 1)c.
Como (1 + ) = (1 + o)*(1 + ¢), pela hipétese de indugdo temos que

A+ >A+ko)Q+0)=1+(k+ De+ke®> 1+ (k+ 1.

Logo a desigualdade € valida para k+ 1. Portanto a desigualdade vale para todo n > 2

Fim.
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Exemplo 5.10: [Conjunto Poténcia] Seja A um conjunto com n elementos. Prove que o conjunto
poténcia P(A) tem 2" elementos.

Prova:

e Base: Se n = 0 temos que o conjunto A é vazio e portanto P(A) = {0}. Logo o
nimero de elementos de P(A) é igual a 1 = 20,

e Hipoétese de indugdo: Para um dado conjunto A com k > 0 elementos temos que o
conjunto poténcia P(A) tem 2* elementos.

e Passo: Provar que para um conjunto A com k + 1 elementos o conjunto P(A) tem 2*!
elementos. Seja A um conjunto com k + 1 elementos. Como k > 0, A tem pelo menos
um elemento. Seja a este elemento. Considere o conjunto B = A — {a}. Logo B tem
k elementos, o que, pela hipétese de inducdo, implica que P(B) tem 2* elementos. O
conjunto P(A) pode ser dividido em dois sub-conjuntos, ou seja

PA)=PB)U{CU{a}: CePB)}.
ComoP(B)N{CU{a}:CeP(B)}=0e¢
IP(B)| = |{CU{a}: C € B(B)}| = 2*

concluimos que o nimero de elementos de P(A) é 2K+ o seja [P(A)| = 2k+1,

Fim.

Exemplo 5.11:[Descobrindo a Moeda Falsa] Num conjunto de 2" moedas de ouro temos uma que
é falsa, ou seja pesa menos que as outras. Prove, por inducdo, que € possivel achar a moeda falsa
com n pesagens usando uma balanga de dois pratos sem usar peso.

Prova:

e Base: Paran = 1 temos duas moedas e, portanto, basta colocar uma em cada prato
para descobrir a falsa.

e Hipétese de inducdo: Usando k pesagens podemos descobrir a moeda falsa dentre 2
moedas.

e Passo: Provar que, num conjunto de 2*! moedas, podemos descobrir a moeda falsa
com k + 1 pesagens. Divida o conjunto de 2**! moedas em dois conjuntos de 2*
moedas. Coloca-se esses conjuntos em cada prato da balanga. Dessa forma desco-
brimos em qual conjunto de 2¥ moedas se encontra a falsa. Pela hipétese de inducio
descobre-se a moeda com k pesagens, €, mais a pesagem anterior temos um total de
k + 1 pesagens.

Fim.

O matematico alemao Johann Dirichlet (1805-1859) enunciou em 1834 o seguinte fato, conhe-
cido como principio dos escaninhos (ou das gavetas, das casas de pombos etc.):

Teorema 5.4: Se em n caixas (n > 1) colocarmos mais de n objetos, entdo alguma caixa
conterd mais de um objeto.
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Vamos provar este principio usando inducao matemadtica no nimero n de caixas.
Prova:

e Base: Paran = 1 o resultado € trivial pois, se hd mais de um objeto, essa caixa terd
mais de um objeto.

e Hipotese de indugdo: Suponhamos que o resultado € valido para algum niimero k > 1
de caixas, contendo mais do que k objetos.

e Passo: Queremos provar que o resultado € valido para k + 1 caixas contendo mais do
que k+1 objetos. Sejam > k+1 o nimero de objetos. Escolha uma caixa ao acaso. Se
essa caixa contiver mais de um objeto, a proposicao estd provada. Se nessa caixa ndo
ha nenhum objeto, nas k caixas restantes estdo acomodados m > k + 1 > k objetos;
pela hipétese de indugdo, uma delas deve conter mais de um objeto. Finalmente,
se na caixa escolhida ha apenas um objeto, temos que, nas k caixas restantes estao
distribuidos m — 1 > (k + 1) — 1 = k objetos, o que, novamente pela hipétese de
induc¢do, implica que uma das caixas contém mais de um objeto.

Fim.

5.6 Principio da Induciao Completa

Vamos agora enunciar o principio da induc¢do completa (PIC), também chamado de principio da
inducdo forte. Esta versdo alternativa do principio da indu¢do matemadtica serve, como a ante-
rior, para demonstrar sentencas na forma “(Vn € N) P(n)”. Em alguns casos essa técnica torna
a demonstracdo da sentenca mais facil que a técnica anterior. Na secdo 5.9 provaremos a equi-
valéncia desses dois principios.

Teorema 5.5: Seja P(n) uma sentencga aberta sobre N. Suponha que

1. P(0) é verdade; e
2. paratodokem N, (Vi e N)i <k — P(i)) - P(k+ 1),

entdo P(n) é verdade para todo n € N.

Ou seja, ao provar o caso geral P(k + 1), podemos supor jd provados todos os casos anteriores,

z

desde a base P(0) até P(k). Mais precisamente, para provar que “(Vn € N) P(n)” é verdadeiro,
usando inducdo completa, devemos proceder da seguinte forma:

1. Base da inducdo: Provar que P(0) € verdade.
2. Hipdtese de inducdo: Supor que, para algum k € N, P(0), P(1), ... P(k) sdao verdadeiros.

3. Passo da inducdo: Provar que P(k + 1) é verdade.
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5.6.1 Inducao completa com base genérica

Como no PIM, podemos generalizar este principio para provar afirmacdes do tipo “(Vn € N)n >
ny — P(n)”. Neste caso, a base da indu¢do é P(ny) em vez de P(0), e na hipétese de inducdo
supomos provados P(ny), P(ng+1), ... P(k) para algum k € N. Isto equivale a definir um predicado
Q tal que Q(n) = P(n + ny), para todo n € N; e entdo provar “(Vn € N) Q(n)” pelo PIC.

Exemplo 5.12: Definimos que um nimero inteiro p é primo quando ele € maior que 1 e seus tinicos
divisores sdo 1 e p. Vamos provar que todo inteiro maior ou igual a 2 é primo ou € um produto de
primos.

Prova:
Seja P(n) a sentenga aberta “n é primo ou é um produto de primos.” Vamos provar que
(Yn e N)n > 2 — P(n), por indugio completa.
e Base: P(2) é verdade pois 2 € primo.
e Hipdtese de inducdo: Suponha que, para algum k > 2, P(i) é verdade paratodo i € N
com?2<i<k

e Passo da inducdo: Vamos provar que P(k + 1) também é verdade. Se k + 1 € primo
entdo P(k + 1) é verdadeiro. Se k + 1 ndo é primo, como k+ 1 > 2, ele dev