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Redes Acopladas

Dinamica Equivariante <3) \

A dinamica equivariante examina como as simetrias de uma equagao diferencial
afetam o comportamento de suas solugdes.[1, 10]

Por simplicidade, assuma que o espaco de fase de um sistema dinamico é X =RF e

considere uma EDO
dx

a =f(x) x€X, (1)

onde f : X — X é uma fungao suave (campo vetorial).

Simetrias surgem quando um grupo I" de transformacdes lineares age em X. Exigimos
que todos os elementos de I' associem solu¢des da EDO a outras solugdes. Isso é
equivalente a f ser I'-equivariante, ou seja,

flyx)=yf(x) Vyel,xeX )]
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Redes Acopladas

Exemplo

Considere o sistema de equagdes para 3 neurdnios de Fitzhugh-Nagumo acoplados:
n=w(a-w)(vi—-1)-wi—cv W =bu-ywm
=w(a-w)(n-1)-w-cs wm=bu-yw, (3)
=w(a-w)(s-1)-ws—cv  w=by—yw

onde v; é o potencial de membrana da célula i, w; é um substituto para uma corrente
i6nica e a,b,y sdo parametros constantescom0 < a<1,b <0,y > 0.

O grupo de simetria é Z3 gerado pelo 3-ciclo (123) atuando nos pares (v;, w)).
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Redes Acopladas

Podemos pensar num diagrama de rede para o sistema (3) que represente os
acoplamentos como mostrado abaixo.

@ ¥ = f(x1, x2),

VRN 5 = (3, 2),
@ — @ = (5. 3x1),

onde os circulos representam células e setas representam os acoplamentos das variaveis
nas equagdes. Como essas entram nas equagdes do mesmo modo para cada i sujeita a
permutacéo ciclica, as setas exibem o mesmo tipo assim como as células por terem o
mesmo espago de estados.

Acima, fazemos x; = (v;, wj) para exibir a forma geral de outros sistemas com essa
configuracao.
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Redes Acopladas

%

Ressaltamos que, quando a = b=y = 0.5 e ¢ = 2, o sistema (3) tem um estado periédico
estavel em que as células sucessivas tém um terco de um periodo fora de fase. Abaixo
mostramos o padrao para vj; o mesmo padrao ocorre para w;. Este estado é uma onda
rotativa discreta que exibe simetria espaco-temporal induzida pela acéo de Zs:

x() =x(t-T/3)  x(t) =x(t-2T/3)

AR
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Redes Acopladas

Contexto histérico (3)\

Com as devidas adequagdes, muitos resultados de dinamica equivariante se aplicam a
redes simétricas. Contudo, poucos modelos em ciéncias aplicadas exibem simetrias
globais.

Em 2002, Marcus Pivato descreveu uma rede de 16 células que tinha um estado periddico
em que os noés foram particionados em 4 subconjuntos de 4 nés. [14]

As células em cada particio eram sincronas enquanto células em partices distintas
apresentavam a mesma dinadmica a menos de um deslocamento de fase multiplo de 1/4
do periodo. Tratava-se de uma onda rotativa induzida por Z,, exceto pelo fato da rede
nao possuir simetria Z,.
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Redes Acopladas

Contexto histérico (3)\

Por volta de 2003, Marty Golubitsky, lan Stewart e demais colaboradores propuseram
uma teoria para estudar esse tipo de rede partindo da nocao de simetria local,
estabelecendo o formalismo via grupoides. [9, 11]

Matematicamente, uma rede é representada por um grafo direcionado cujos nés e
arestas séo classificados de acordo com rétulos ou “tipos” associados. Os nés (ou
“células”) de uma (direcionada e rotulada) rede G representam sistemas dinamicos
(variaveis de estado) e as arestas (“setas”) representam acoplamentos, interagdes entre
essas variaveis.

Formalmente, temos:
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Redes Acopladas

Definicao de rede

Uma rede de células acopladas G = G(C, S) constitui-se de:
1. Um conjunto finito C = {1,2,..., n} de células.
2. Um conjunto finito S de setas.

3. Dois mapas H : S — Ce T : 8 — C tais que cada seta s € S tem uma cabega
H(s) € C e uma cauda T (s) € C.
4. Uma relagio de equivaléncia ~¢ sobre as células em C que classifica seu espago de

fase.

5. Uma relagdo de equivaléncia ~s sobre as setas em S que as classifica de acordo com
seus conjuntos de entrada.

6. Duas condig¢des de compatibilidade: Se s, s; € S sdao ~s-equivalentes, entdo H (s;)
e H(s;) sdo ~c-equivalentes, e do mesmo modo, 7 (s1) e 7 (sz).
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Redes Acopladas

Seja G a rede exibida abaixo:

[1]==[z]
YN AN

— () —

Vemos que as células 1 e 2 sdo isomoérficas por entradas, assim como as células 3 e 5.
Porém, as células 1 e 3 ndo sio isomorficas por entradas. Apesar de ambas receberem
duas entradas, os tipos de seta sao diferentes.
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Redes Acopladas

- [ E &

® @{— ® ®—®
[1] Q EI\‘
® OhndO)
Da esquerda para a direita: I(1), I(3), 1(4), I(2), I(5).
Estritamente, as setas constituem o conjunto de entradas mas é conveniente também
mostrar as células da cabeca e cauda delas.
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Sincronia e Coloragdes

Sincronia em redes com simetria

Veremos agora como a sincronia se manifesta em redes.
Uma polidiagonal é um subespaco

A = {x | x, = x4 para alguns subconjuntos de células}

Um subespaco de sincronia é uma polidiagonal fluxo-invariante.
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Sincronia e Coloragdes

Sincronia em redes genéricas

Considere a seguinte rede do tipo “alimetacio direta” (feed-forward) com suas fungdes
admissiveis:

RN
O—-@—>0—0—-00—06O—0

X = f(x, x3), 2 = f (%2, x1), 3 = f(x3, %2),
b =f(x4, .X'3), X5 =f(.'X'5, .7C4), % =f(x7s x6)’
7 = f(x7, %),

Podemos particionar essa rede usando coloragdes onde
A={x]|x =x4=x7;% = x5; X3 = X} é fluxo-invariante.
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Sincronia e Coloragdes

Sincronia em redes genéricas

Considere a seguinte rede do tipo “alimetacio direta” (feed-forward) com suas fungdes
admissiveis:

RN
O—@ @ ® -0 0@

=f( X3), X2 =f(X2, ): X3 =f(.‘X'3, xZ),
= f (5. %), s = f(xs, %), g7 = f (%7, %)s
= f (7. x6),

Podemos particionar essa rede usando coloragdes onde
A={x]|x =x4=x7;% = x5; X3 = X} é fluxo-invariante.

Antonio Melo | Sincronizacao e Bifurcagdes em Redes Acopladas Nao-lineares



Sincronia e Coloragtes

Definicao (coloracgio)

Uma coloragdo de uma rede G é um mapa
k:C—>K
onde K é um conjunto cujos elementos sdo chamados cores.

Dizemos que as células c e d tem a mesma cor se k(c) = k(d) e escrevemos ¢ ~, d
(equivaléncia por cores).

Uma coloragao k é balanceada se, sempre que c e d tem a mesma cor, entao existe um
isomorfismo de entradas § : I(c) — I(d) tal que i e f(i) tém a mesma cor para todo

i € T(()).
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Sincronia e Coloragtes

Na pratica, uma coloragéo é balanceada se existe um isomorfismo de entradas que
preserva cores de quaisquer duas células de mesma cor. Como células da mesma cor
devem ser equivalentes por entradas, uma coloragédo balanceada é um refinamento da
equivaléncia de entradas.

A polidiagonal definida por uma coloragao x de G é o espago

Ac ={x | k(¢) =x(d) = xc = x4}
Ou seja, células da mesma cor sdo sincronas para x € A.
Teorema

Uma polidiagonal A é invariante para toda fungao admissivel se, e somente se, k é
balanceada.
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Redes Regulares

o)

Rede Regular

Uma rede homogénea é regular se possui todos os acoplamentos do mesmo tipo.

Matriz de Adjacéncia

A matriz de adjacéncia de uma rede regular é dada pela matriz A = [a;], onde aj;
representa o nimero de setas recebidas pela célula i que vieram da célula j.

Rede Bidirecional

Uma rede é dita bidirecional quando todos os seus acoplamentos entre células se
manifestam em pares de setas com sentidos opostos. Dito de outro modo, uma rede é
bidirecional quando apresenta matriz de adjacéncia simétrica.
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Exemplo

%1 = f(x1, x3), i1 = g(x1, %2, x3), %1 = h(xy, X2, x2),
¥y = f(x2, x1), 3 = g(xp, %3, %7), 3 = h(x, x3, x1),
J3 = f(x3, %2), 3 = g(x3, X1, X3), J3 = h(x3, x1, x2).

®
/ N\ /,‘/ \ Z N
O@—0 0=  O==0

0 0 1 011 011
1 00 1 01 1 01
010 1 10 1 10
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Bifurcacdes de Codimensao Um

Uma bifurcagdo ocorre numa familia de EDOs da forma x = F(x, A) com um parametro A
quando a descri¢do qualitativa de estados muda préxima a algum valor de parametro A,.

Na dindmica equivariante, restricdes de simetria podem forcar autovalores a serem
multiplos, e novos fendmenos ocorrem. Um notavel é quebra espontanea de simetria,
onde as solugdes tém menos simetria do que as equagdes (Golubitsky e Stewart 2002).

Nas redes, a bifurcacéo local é mais complicada. A arquitetura de rede pode ter um forte
efeito nao apenas nos autovalores, mas também nas nao-linearidades ao longo do ramo
bifurcado. Isso pode se manisfestar, por exemplo, na taxa de crescimento do ramo
bifurcado. Redes podem exibir bifurcacdes de quebra de sincronia, onde um estado com
algum padrao de sincronia perde estabilidade e o padrao de sincronia muda: algumas
células que eram sincronas deixam de ser.
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Exemplo pratico

Considere o seguinte modelo de dindmica evolutiva usado para amontoados de
organismos inicialmente idénticos com fenétipos (x, y, z) € R*:

k=Ax—(x+y+2)+x°
y=ly-(x+ty+2)+y 4)
z=2z— (x+y+2)+2°

A matriz Jacobiana desse sistema é

A—1+2x =] -1
F= -1 A-1+2y -1
=1 =1 A—1+2z
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Exemplo pratico

Note que o sistema admite a solugo trivial (0,0, 0) cuja estabilidade é dada pelos
autovalores da linearizagio de F neste ponto, obtendo

A-1 -1 -1
o=| -1 A-1 -1
-1 -1 A-1

com autovalores A — 3 e A com multiplicidade 2.
Quando A < 0 a solucao trivial é estavel mas perde estabilidade quando A > 0.
Se olharmos para um equilibrio préximo da origem, encontramos solugdes néo-triviais

(u u,v), (4, v, w), (v, 4, u) onde

u_—A+1—V/12—6/1+1 v_—/l—1+\l/12—6/1+1

5 5 (5)

Antonio Melo | Sincronizacao e Bifurcagdes em Redes Acopladas Nao-lineares



Exemplo pratico

Observe que, considerando a matriz de ajacéncia A da rede associada e a matriz
identidade, podemos escrever

o=@A-1)-I3+(-1)-A (6)
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Exemplo pratico

Observe que, considerando a matriz de ajacéncia A da rede associada e a matriz
identidade, podemos escrever

o=@A-1)-I3+(-1)-A 6)

A partir dai, assuma que a dinadmica interna de cada célula é k-dimensional com k > 1.
Num estado completamente sincrono, a matriz Jacobiana é determinada por duas
matrizes de ordem k: a dinamica interna linearizada ® e o acoplamento linearizado ¥ de

onde temos
(dF)y =1, %+ AQV. 7)
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Ramificacdes de Solucodes /\
<P

Seja K = ker(dF)y,, # 0.

Definicao
Uma polidiagonal A, correspondente a uma coloragéo balanceada, ¢ dita axial (em K) se
dim(Ax NK) =1.

Teorema de Ramificagdo para Redes

Seja G uma rede regular e F(x, A) uma familia de sistemas G-admissiveis. Seja (xy, o)
um ponto de bifurcacao de quebra de sincronia. Entao, genericamente cada polidiagonal
axial em K corresponde um tinico ramo de zeros de F.
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Bifurcacdes de Solucbes Sincronas Estaveis

Uma bifurcagdo de quebra de sincronia associada ao autovalor y; pode levar a solugdes
estaveis somente se existirem matrizes ®, ¥ de ordem k de modo que todos os
autovalores das matrizes My, para i # j tenham parte real negativa e todos os
autovalores nao criticos de M, tem partes reais negativas. Se esta condicdo necessaria
for satisfeita em uma bifurcacdo de codimensio um, chamamos essa bifurcacdo de
bifurcagio primaria.

E conjecturado que, se k for grande o suficiente, pode haver uma bifurcagio primaria de
quebra de sincronia com e codimensao um associada a qualquer autovalor y; da matriz
de adjacéncia. Entretanto, essa conjectura pode ser provada apenas para redes regulares
cujas matrizes de adjacéncia tém autovalores reais.
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Sistemas Gradientes (\
9

Considere um sistema dindmico da forma

% = -Vf(x), ®)

onde f : P — R é um fungdo suave de classe pelo menos C?, x = (xi,. .., x,) denota a
variavel de estado do espaco de fase total P = (R™)" e, parai=1,...,n,x; ER™éa
variavel da célula i.

Proposicao 3.2

Uma condigio necessaria para uma rede homogénea satisfazer (8) é que os seus
acoplamentos sejam todos bidirecionais. Dito de outro modo, é necessario que a matriz
de adjacéncia associada ao digrafo da rede seja simétrica.
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Sistemas Gradientes

Demonstragdo: Seja F um campo vetorial admissivel tal que F = Vf para algum campo
escalar f. Sejam ¢, d € C tais que c est4 acoplada a d pela seta € € I(d). Temos
F=(F,...,F,) onde

of

Xy vesXeyons)e
aXd(d c )

Fi(xg,x1q)) = Fa(xa, ..., %, ...) =

. . oF; _ o .
Como o campo F é gradiente, devemos ter — = — para todo i # j (campo
9x;  0x;
conservativo), ou seja,
oFy _oF. _ 9 of _ a of

9x; B x4 0x. 9xy axd ox,;

onde devemos ter F¢(xc, ..., X4 ...), ou seja, existe uma seta €’ € I(c) de modo que d
também esta acoplada a célula ¢ como queriamos mostrar.
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Funcdes Gradientes Admissiveis @

Defini¢ao

Para uma rede @, uma funcao suave f : P — R é uma fungdo gradiente admissivel se seu
gradiente Vf for um campo vetorial G-admissivel.

Teorema

Seja G uma rede nao direcionada que possa ter varias arestas e lacos e Ag = (a;;) denota
a matriz de adjacéncia da rede G. Uma fungao f : P — R é uma fungao gradiente
admissivel associada a G se, e somente se, existem funcoes suaves @ : R™ — Re

B : R?™ — R tais que

n

f@) = D) ayB(xx)+ ), alx). ©)
i=1

i=1,i<j

Se G é bipartida e além disso existem v; € V; e v; € V; com a mesma valéncia, ou se G
nao é bipartida, entao f é invariante por permutagdes das variaveis de estado.
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Sistemas Hamiltonianos

Dada uma fungéo h(g, p) : P — R, um sistema dindmico acoplado hamiltoniano é um
sistema definido a partir de 2mn equacoes diferenciais ordinarias

(497 =)Vh(g p), (10)
onde
onm
J [ _Inm Onm ] (11)

é uma matriz anti-simétrica, ¢ = (q1,...,qn) € p = (p1, . . ., pn) sdo chamados vetores de
posicio e momento, respectivamente, e formam o espago de fase total P = (R?™)" e, para
i=1,...,n (g p;) € R?™ é a variavel de posi¢io e momento de cada célula i.

Teorema

Suponha que um sistema hamiltoniano de equagées diferenciais possa ser representado
como um sistema acoplado de células hamiltonianas e sua rede de células acopladas seja
conexa. Entdo, a rede deve ser acoplada bidirecionalmente.
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Funcdes Hamiltonianas Admissiveis

Teorema

Seja G uma rede nao direcionada que possa ter varias arestas e lagos e Ag = (a;;) denota
a matriz de adjacéncia da rede G. Uma fungio h : P — R é uma fungio hamiltoniana
admissivel associada a G se, e somente se, existem funcoes suaves @ : R?® — Re

B : R?™ x R?™ — R tais que

n

Wap) = ), asB(q s p0p) + ), a(g:p). (12)
i=1

i=1,i<j

Se G é bipartida e além disso existem v; € V; e v; € V, com a mesma valéncia, ou se G
nao é bipartida, entdo f é invariante pela permutacao a(q;, g;, pi, pj) = () 4, Pj, Pi)-
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Relacio entre Sistemas Gradientes e Hamiltonianos

A forma geral das fungdes gradiente admissiveis e fungdes hamiltonianas admissiveis
para uma rede G e sua rede quociente Q estio relacionadas da seguinte maneira:

Teorema

Seja G uma rede nao direcionada e seja >« uma coloracao balanceada no conjunto de
vértices de G que define uma rede quociente conexa nio direcionada Q = G/b<. Seja f¢
(h9) uma fungio gradiente (hamiltoniana) admissivel de um sistema de células
acoplados gradiente (hamiltoniano) de G. Entéo, existe uma funcao gradiente
(hamiltoniana) admissivel f¢ (h9) para o sistema de células acopladas de G restrito a
A.., de modo que

FOla. =kf% hGa, = kh%,

onde k é a cardinalidade das »<-classes.
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Bifurcacoes em Sistemas Hamiltonianos

Autovalores em Sistemas Hamiltonianos

Definicao

Dizemos que uma matriz M é hamiltoniana se, dada uma matriz J de estrutura
simplética na forma (11), esta satisfaz

MJ+IJM=o. (13)

Corolario 3.14

Suponha que tenhamos uma rede regular cuja dinAmica interna de cada célula seja
hamiltoniana. Entao, o sistema linearizado na origem é hamiltoniano se, e somente se, a
matriz de acoplamento ¥ for hamiltoniana e a matriz de adjacéncia da rede for simétrica.
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Sincronia e Coloragdes
Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR

E--m-E-EE
CRNCT LT
R
] ! -H—- \!\ [

; o i ;
-0 E—0- 7 -@- . -|
yVororor T

E—DO—B—0 B—E—E—[0—E—I

(c)



Sincronia e Coloragdes

Sistemas Dinamicos Reticulados - SDR

Wang e Golubitsky [16] listam varios padrdes para duas cores.
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Aplicagoes

Central Pattern Generator - CPG

w IV \JI) (I
* * * Servos supply
@ @ @ @ ° @ 0 o torque (phase
detectors)
QAN AN QAN A

Phase converter
walk bound pace trot Se—

Pattern generator ,

Fig. 6.1 ANIBOT. To the
best of our knowledge, this is
the first quadruped robot
controlled by a CPG
clectronic circuit built based
on the 8-network proposed
by Golubitsky et al. [61. 62.
146, 148]




Aplicacdes

Homeostase em Sistemas bio-quimicos

Nijhout and Reed (/ntegrative f

Comparative Biology 54, 2014)
! X 94 Y 92 z 9.

3 — —
Introduce chair lgd lgs ( (

escape from homeostasis L f ‘ ? :
input-output map
T = IT—-q ) ) z, = [ ((1'1 I)
y = gi(z) - r/)(!/) 95(y) i, = folw,zp)
z = 512(3/) (/K( ) T, = fu("’h Zp, TL»)

. 'gj are kinetic functionsw ‘z = input; p = regulatory; o = output‘

e Infinitesimal homeostasis if and only if  f, = - ‘—'/:

Adapted from:
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Aplicacdes

Sistemas de Giroscépios Acoplados

Y Sensing Axis a
: V, [exicted by Fe, ]
ks
111111111 SE P

Vi
[drlvnn by Fd ]

Driving Axis X
Q
Q,

Rotating Axis

s em Redes Acopladas Nao



Aplicacdes

Sistemas de Giroscépios Acoplados

Gyro 1

Gyro 2 Gyro N

Gyro3 [—® Gyro4
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Magnetémetro Fluxgate com nticleo acoplado

EARTH'S FIELD (GAUSS)

2 3 4 5 6 7

TIME (SECONDS)
A=-1.2000 B:A=-0. A= -04681 D: A= -0.4400 E: A= —0.4300

F:A=0 G: A =0.4345 H: A =0.4348 I A = 0.4592 J: A = 2.0000



Aplicacdes

Dispositivos de Colheita de Energia

Body Heat (2.4-4.8W

R
Exhalaton (<1W
i 5 Blood ressure (<0 93W)
by Cymbet, Inc
! T reathing band (<0 B3W
i fii iin bsstonn Lo iay
| v A mobon (<60W
i | o
1]
Power Converter, Foctlete (<67W
Storage, and o
Wireless Sensor
\ Node P $

Fig.1.27 (Left) Schematic of network implementation of a coupled energy harvester device. (Right)
One of many applications of energy harvesters includes health monitoring devices




Aplicacdes

Dispositivos de Tempo de Alta Precisdo

Quartz Crystal Equivalent Circuit
-0

Metalised
Crystal | Electrodes

Represents Inertia,” Represents self
Friction and Stiffness Capacitance of
of Crystal Crystal
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